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Введение

Ïîíÿòèå áóëåâîé àëãåáðû õîðîøî èçâåñòíî. Åå èíòåðïðåòàöèè èñïîëü-
çóþòñÿ ïðè àêñèîìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ðàçëè÷íûõ òåîðèé. Òàê, íàïðèìåð,
áóëåâû àëãåáðû ìíîæåñòâ ëåæàò â îñíîâå àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê òåî-
ðèè ìåðû. Áóëåâû àëãåáðû ñîáûòèé � ê àêñèîìàòè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòè. Áóëåâà àëãåáðà âûñêàçûâàíèé � ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. È òàê äàëåå.
Îòâëåêàÿñü îò êîíêðåòíûõ èíòåðïðåòàöèé, ïðèõîäèì ê àëãåáðå Áóëÿ, ñëå-
äîâàòåëüíî, � ê åäèíîìó ââåäåíèþ â óïîìÿíóòûå òåîðèè. Òàêîé ïîäõîä
ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì è ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ è ñ òî÷êè çðåíèÿ
ìåòîäèêè, â ñâÿçè ñ åñòåñòâåííûì ñòðåìëåíèåì ìàòåìàòèêè ¾îò êîíêðåò-
íîãî ê îáùåìó¿. Ñ íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ � ýòî, íàïðèìåð, ðàçâèòèå òåîðèè
ìåðû â áóëåâûõ àëãåáðàõ (â, òàê íàçûâàåìûõ, àëãåáðàõ ìåðû), ñ ìåòîäè-
÷åñêîé � ðàçðàáîòêà ó÷åáíîãî ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùåãî åäèíûé àëãåáðàè-
÷åñêèé àïïàðàò, äîñòàòî÷íûé äëÿ ââåäåíèÿ â óêàçàííûå òåîðèè â ó÷åáíîì
ïðîöåññå.

Äðóãèì ìîòèâîì, ïîáóäèâøèì àâòîðà ê íàïèñàíèþ íàñòîÿùåãî ïîñî-
áèÿ, ÿâèëîñü îòñóòñòâèå ó÷åáíèêîâ, ñîäåðæàùèõ èçëîæåíèå âîïðîñîâ ïðî-
äîëæåíèÿ ìåðû â R𝑛 ïî Æîðäàíó è ïî Ëåáåãó ñ åäèíûõ ïîçèöèé. Àâòîðû,
êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþòñÿ ëèáî èçó÷åíèåì ìåðûÆîðäàíà (íàïðèìåð, â
[4]), ëèáî èçó÷åíèåì ìåðû Ëåáåãà (íàïðèìåð, â [1]). Åäèíñòâî æå îòïðàâíûõ
ïîçèöèé â ýòèõ âîïðîñàõ, âî-ïåðâûõ, âîçìîæíî (èõ êîíòóðû î÷åð÷åíû, íà-
ïðèìåð, â [1. Ãë.V, �3, ï.4], âî-âòîðûõ, îíî ñóùåñòâåííî îáëåã÷èò îñâîåíèå
ñòóäåíòàìè îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîé ïåðåìåííîé
è òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé [5]. Ñîäåðæàíèå ïîñîáèÿ îòðà-
æàåò îïûò àâòîðà, èçëàãàâøåãî ñòóäåíòàì çàòðîíóòûå âîïðîñû (â ðàçíîå
âðåìÿ è â ðàçíûõ ó÷åáíûõ êóðñàõ).

1 Булевы алгебры

1.1 Определение булевой алгебры и сопутствующие

понятия

1.1.1 Определение. Ïîä àëãåáðîé Áóëÿ ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé
êëàññA îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶, ..., â êîòîðîì îïðåäåëåíû äâå áèíàðíûå îïåðàöèè
¾+¿ � ñëîæåíèå è ¾·¿ � óìíîæåíèå, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A êëàññ A ñîäåðæèò 𝐴 + 𝐵 è
𝐴𝐵 := 𝐴 ·𝐵 (çàìêíóòîñòü);
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2) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

𝐴+𝐵 = 𝐵 + 𝐴, 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴

(êîììóòàòèâíîñòü);
3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

(𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶), (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)

(àññîöèàòèâíîñòü);
4) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶, 𝐴+𝐵𝐶 = (𝐴+𝐵)(𝐴+ 𝐶)

(äèñòðèáóòèâíîñòü);
5) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà 𝐴 ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

𝐴+ 𝐴 = 𝐴, 𝐴 · 𝐴 = 𝐴

(èäåìïîòåíòíîñòü);
6) âA ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû 0 è 1 òàêèå, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îáúåêòà

𝐴 ∈ A âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

𝐴+ 0 = 𝐴, 𝐴 · 1 = 𝐴, 𝐴 · 0 = 0, 𝐴+ 1 = 1;

7) äëÿ êàæäîãî îáúåêòà 𝐴 êëàññ A ñîäåðæèò îáúåêò 𝐴 (äîïîëíåíèå
îáúåêòà 𝐴), òàêîé, ÷òî

𝐴+ 𝐴 = 1, 𝐴 · 𝐴 = 0.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îïåðàöèé â àëãåáðå Áóëÿ A ÷àñòî èñïîëüçóþò äðóãèå
ñèìâîëû è èõ íàçâàíèÿ:

1) ¾∪¿ � îáúåäèíåíèå, ¾∩¿ � ïåðåñå÷åíèå, ¾1 ∖ 𝐴¿ � àáñîëþòíîå äî-
ïîëíåíèå;

2) ¾∨¿ � ëîãè÷åñêàÿ ñóììà (äèçúþíêöèÿ), ¾∧¿ � ëîãè÷åñêîå ïðîèçâå-
äåíèå (êîíúþíêöèÿ), ¾𝐴¿ � îòðèöàíèå.

Ïðè ýòîì âìåñòî 𝐴+𝐵 ïèøóò 𝐴 ∪𝐵 èëè 𝐴 ∨𝐵, à âìåñòî 𝐴 ·𝐵 ïèøóò
𝐴 ∩𝐵 èëè 𝐴 ∧𝐵.

Упражнение 1 Показать, что аксиомы алгебры Буля определяют
элементы 1 и 0 однозначно (ó ê à ç à í è å: ̃︀1 = ̃︀1 · 1 = 1 · ̃︀1 = 1,̃︀0 = ̃︀0 + 0 = 0 + ̃︀0 = 0).
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Упражнение 2 Показать, что для любого 𝐴 из A аксиомы алгебры
Буля определяют элемент 𝐴 однозначно (ó ê à ç à í è å: ̃︀𝐴 = ̃︀𝐴(𝐴+𝐴) =̃︀𝐴 · 𝐴 = 𝐴 · ̃︀𝐴 = 𝐴(𝐴+ ̃︀𝐴) = 𝐴).

1.1.2 Следствия определения. Â ýòîì ïóíêòå ðàññìîòðèì ñâîéñòâà
îáúåêòîâ àëãåáðû Áóëÿ A, êîòîðûå âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäå-
ëåíèÿ, òî åñòü íå òðåáóþò ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëîæíûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïîñòðîåíèé.

Следствие 1 Дополнение к 1 есть 0, а дополнение к 0 есть 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýëåìåíòû 1 è 0 îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî, ñëå-
äîâàòåëüíî, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝐴 èç A âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ

𝐴+ 1 = 𝐴, 𝐴 · 0 = 𝐴, 𝐴 · 1 = 1, 𝐴+ 0 = 0.

Ïðîäåëàåì ýòî, óêàçûâàÿ âñÿêèé ðàç íàä çíàêîì ðàâåíñòâà íîìåð èñïîëü-
çîâàííîãî ñâîéñòâà èç îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Áóëÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðîãî
ýòîò çíàê íàïèñàí:

𝐴+1
8
= (𝐴+1) · 1 2

= 1 · (𝐴+1)
4
= 1 ·𝐴+1 · 1 7

= 1 ·𝐴+0
6
= 1 ·𝐴 2

= 𝐴 · 1 = 𝐴,

𝐴 · 0 6
= 𝐴 · 0 + 0

6
= 𝐴 · 0 + 𝐴 · 0 4

= 𝐴(0 + 0)
2
= 𝐴(0 + 0)

7
= 𝐴 · 1 6

= 𝐴,

𝐴 · 1 6
= 𝐴 · 1 + 0

7
= 𝐴 · 1 + 1 · 1 2

= 1 · 𝐴+ 1 · 1 4
= 1 · (𝐴+ 1)

6
= 1 · 1 7

= 1,

𝐴+ 0
6
= 𝐴 · 0 + 0

6
= 𝐴 · 0 + 0 · 1 2

= 0 · 𝐴+ 0 · 1 4
= 0 · (𝐴+ 1)

6
= 0 · 1 6

= 0.

Ñóùåñòâóåò è áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî ñëåäñòâèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâîñòü åãî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé:

1
6
= 1 · 1 2

= 1 · 1 7
= 0, 0

6
= 0 + 0

2
= 0 + 0

7
= 1.

Следствие 2 Для любых 𝐴 и 𝐵 из A выполнен «закон поглощения»

𝐴(𝐴+𝐵) = 𝐴+ 𝐴𝐵 = 𝐴.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâàì äèñòðèáóòèâíîñòè è èäåìïî-
òåíòíîñòè

𝐴(𝐴+𝐵)
4
= 𝐴𝐴+ 𝐴𝐵

5
= 𝐴+ 𝐴𝐵.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

𝐴+ 𝐴𝐵
6
= 𝐴 · 1 + 𝐴𝐵

4
= 𝐴(1 +𝐵)

2
= 𝐴(𝐵 + 1)

6
= 𝐴 · 1 6

= 𝐴.

Следствие 3 Если 𝐶 +𝐷 = 1 и 𝐶𝐷 = 0, то 𝐷 = 𝐶.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç
îäíîçíà÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ äîïîëíåíèÿ.

Следствие 4 Для любых 𝐴 и 𝐵 из A выполнены «законы двойствен-
ности»:

𝐴+𝐵 = 𝐴 ·𝐵 (первый закон де Моргана),

𝐴 ·𝐵 = 𝐴+𝐵 (второй закон де Моргана).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì 𝐶 := 𝐴 + 𝐵 è 𝐷 := 𝐴 · 𝐵. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî çàêîíà äå Ìîðãàíà íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝐷 = 𝐶.
Âî�ïåðâûõ,

𝐴𝐷 = 𝐴(𝐴 ·𝐵)
3
= (𝐴 · 𝐴)𝐵 7

= 0 ·𝐵 2
= 𝐵 · 0 6

= 0.

𝐵𝐷 = 𝐵(𝐴 ·𝐵)
2
= (𝐴 ·𝐵)𝐵

3
= 𝐴(𝐵𝐵)

2
= 𝐴(𝐵𝐵)

7
= 𝐴 · 0 6

= 0,

𝐶𝐷 = (𝐴+𝐵)𝐷
2
= 𝐷(𝐴+𝐵)

4
= 𝐷𝐴+𝐷𝐵 = 0 + 0 = 0.

Âî�âòîðûõ,

𝐶 +𝐷 = (𝐴+𝐵) + 𝐴 ·𝐵 3
= 𝐴+ (𝐵 + 𝐴 ·𝐵)

4
=

4
= 𝐴+ (𝐵 + 𝐴)(𝐵 +𝐵)

7
= 𝐴+ (𝐵 + 𝐴) · 1 6

= 𝐴+ (𝐵 + 𝐴)
2
=

2
= 𝐴+ (𝐴+𝐵)

3
= (𝐴+ 𝐴) +𝐵

7
= 1 +𝐵

2
= 𝐵 + 1

6
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, 𝐶 + 𝐷 = 1 è 𝐶𝐷 = 0. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ
èìååì 𝐷 = 𝐶, òî åñòü ïåðâûé çàêîí äå Ìîðãàíà äîêàçàí. Óáåäèìñÿ â âû-
ïîëíèìîñòè âòîðîãî çàêîíà äå Ìîðãàíà. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì 𝐶 := 𝐴𝐵 è
𝐷 := 𝐴+𝐵. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝐷 = 𝐶. Âî�ïåðâûõ,

𝐶𝐴 = (𝐴𝐵)𝐴
2
= 𝐴(𝐴𝐵)

3
= (𝐴𝐴)𝐵

2
= (𝐴𝐴)𝐵

7
= 0 ·𝐵 2

= 𝐵 · 0 6
= 0,
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𝐶𝐵 = (𝐴𝐵)𝐵
3
= 𝐴(𝐵𝐵)

7
= 𝐴 · 0 6

= 0,

𝐶𝐷 = 𝐶(𝐴+𝐵)
4
= 𝐶𝐴+ 𝐶𝐵 = 0 + 0

6
= 0.

Âî�âòîðûõ,

𝐶 +𝐷 = 𝐴𝐵 + (𝐴+𝐵)
3
= (𝐴𝐵 + 𝐴) +𝐵

2
= (𝐴+ 𝐴𝐵) +𝐵

4
=

4
= (𝐴+ 𝐴)(𝐴+𝐵) +𝐵

2
= (𝐴+ 𝐴)(𝐴+𝐵) +𝐵

7
= 1 · (𝐴+𝐵) +𝐵

2
=

2
= (𝐴+𝐵) · 1 +𝐵

6
= (𝐴+𝐵) +𝐵

2
= 𝐴+ (𝐵 +𝐵)

7
= 𝐴+ 1

6
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, 𝐶 +𝐷 = 1 è 𝐶𝐷 = 0, òî åñòü 𝐷 = 𝐶.

Следствие 5 Для любого 𝐴 из A выполнено соотношение

𝐴 = 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì 𝐶 := 𝐴 è𝐷 := 𝐴. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäñòâèÿ íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî 𝐷 = 𝐶. Âî-ïåðâûõ,

𝐶𝐷 = 𝐴𝐴
3
= 𝐴𝐴

7
= 0.

Âî-âòîðûõ,
𝐶 +𝐷 = 𝐴+ 𝐴

3
= 𝐴+ 𝐴

7
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, 𝐶 +𝐷 = 1 è 𝐶𝐷 = 0, òî åñòü 𝐷 = 𝐶.

Следствие 6 Для любых 𝐴,𝐵,𝐶 из A выполнены соотношения:

𝐴+ 𝐴𝐵 = 𝐴+𝐵, 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 +𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 +𝐵𝐶.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óáåäèìñÿ â âûïîëíèìîñòè ïåðâîãî ñîîòíîøå-
íèÿ. Èìååì

𝐴+ 𝐴𝐵
6
= 𝐴(𝐵 + 1) + 𝐴𝐵

4
= (𝐴𝐵 + 𝐴 · 1) + 𝐴𝐵

2
= (𝐴 · 1 +𝐵𝐴) +𝐵𝐴

3
=

3
= 𝐴 · 1 + (𝐵𝐴+𝐵𝐴)

4
= 𝐴 · 1 +𝐵(𝐴+ 𝐴)

7
= 𝐴 · 1 +𝐵 · 1 6

= 𝐴+𝐵.

Äàëåå óáåäèìñÿ â âûïîëíèìîñòè âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî âîñïîëü-
çóåìñÿ óæå äîêàçàííûì âòîðûì ñîîòíîøåíèåì. Ïîëó÷èì

𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 +𝐵𝐶
3
= 𝐴𝐶 + 𝐴𝐵 +𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 + 𝐴𝐶𝐴𝐵 +𝐵𝐶.
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Èñïîëüçóÿ âòîðîé çàêîí äå Ìîðãàíà, èìååì

𝐴𝐵 +𝐴𝐶 +𝐵𝐶 = 𝐴𝐶 + (𝐴+ 𝐶)𝐴𝐵 +𝐵𝐶
2,4
= 𝐴𝐶 +𝐴𝐴𝐵 + 𝐶𝐴𝐵 +𝐵𝐶

2,3
=

2,3
= 𝐴𝐶 +𝐵(𝐴𝐴) + (𝐵𝐶)𝐴+𝐵𝐶

3
= 𝐴𝐶 +𝐵(𝐴𝐴) +𝐵𝐶 + (𝐵𝐶)𝐴.

Îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî ïî çàêîíó ïîãëîùåíèÿ 𝐵𝐶 + (𝐵𝐶)𝐴 = 𝐵𝐶 à ïî
ñâîéñòâàì 6 è 7 𝐵(𝐴𝐴) = 𝐵 · 0 = 0.

1.1.3. Производные бинарные операции. Âìåñòå ñ àêñèîìàòè÷åñêè
îïðåäåëåííûìè áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè â àëãåáðàõ Áóëÿ ÷àñòî ðàññìàò-
ðèâàþò è äðóãèå áèíàðíûå îïåðàöèè, îïðåäåëåííûå óæå êîíñòðóêòèâíî.
Ñðåäè ýòèõ îïåðàöèé ðàññìîòðèì äâå íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå. Âî�
ïåðâûõ, äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ 𝐴 è 𝐵 èçA îïðåäåëåíà разность 𝐴−𝐵
(èëè дополнение 𝐵 до 𝐴), îïðåäåëÿåìàÿ îäíîçíà÷íî ñîîòíîøåíèåì

𝐴−𝐵 := 𝐴𝐵.

Âî�âòîðûõ, äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ 𝐴 è 𝐵 èç A îïðåäåëåíà симмет-
рическая разность 𝐴Δ𝐵, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

𝐴Δ𝐵 := (𝐴−𝐵) + (𝐵 − 𝐴) = 𝐴𝐵 +𝐵𝐴.

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ÿâëÿåòñÿ êîììóòà-
òèâíîé 𝐴Δ𝐵 = 𝐵Δ𝐴, ÷òî è îòðàæåíî â åå íàçâàíèè.

Упражнение 3 Показать, что для всяких 𝐴 и 𝐵 из A выполнены
соотношения:

𝐴− 𝐴 = 𝐴Δ𝐴 = 0, 1− 𝐴 = 𝐴,

𝐴−𝐵 = 𝐴Δ(𝐴𝐵) = 𝐴− 𝐴𝐵. (1)

𝐴Δ𝐵 = (𝐴+𝐵)− 𝐴𝐵,

𝐴Δ𝐵 = (1− 𝐴)Δ(1−𝐵) = 𝐴Δ𝐵.

𝐴+𝐵 = 1− (𝐴 ·𝐵),

𝐴+𝐵 = (𝐴Δ𝐵)Δ(𝐴𝐵). (2)

𝐴𝐵 = 𝐴− (𝐴−𝐵),

𝐴𝐵 = 1− (𝐴+𝐵).
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Упражнение 4 Показать, что для всяких 𝐴,𝐵 и 𝐶 из A выполнены
соотношения:

𝐴(𝐵 − 𝐶) = 𝐴𝐵 − 𝐴𝐶,

𝐴−𝐵𝐶 = (𝐴−𝐵) + (𝐴− 𝐶).

Упражнение 5 Показать, что для всяких 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 из A выполнено
соотношение

𝐴1 · ... · 𝐴𝑛 = 1− (𝐴1 + ...+ 𝐴𝑛).

1.1.4. Частичный порядок. Âñÿêàÿ àëãåáðà Áóëÿ ìîæåò áûòü óïî-
ðÿäî÷åíà ñ ïîìîùüþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, òåñíî ñâÿçàííîãî ñ áèíàðíûìè
îïåðàöèÿìè. Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëèòü ïîðÿäîê, óáåäèìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè
ñëåäóþùåãî ïðåäëîæåíèÿ.

Предложение 1 Соотношения 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 и 𝐴𝐵 = 𝐴 эквивалентны
друг другу (свойство совместимости).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝐴+𝐵 = 𝐵, òî 𝐴𝐵 = 𝐴(𝐴+
𝐵) = 𝐴 + 𝐴𝐵 = 𝐴. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî çàïèñàíî íà îñíîâàíèè çàêîíà
ïîãëîùåíèÿ. Îáðàòíî, åñëè 𝐴𝐵 = 𝐴, òî 𝐴+ 𝐵 = 𝐴𝐵 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐵𝐴 = 𝐵.

Ðàññìîòðèì áèíàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëÿåìîå òàê:

𝐴 ≤ 𝐵 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐴+𝐵 = 𝐵.

Ïîêàæåì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: äëÿ ëþáûõ
𝐴 < 𝐵 < 𝐶 èç A

1) 𝐴 ≤ 𝐴 (ðåôëåêñèâíîñòü);
2) åñëè 𝐴 ≤ 𝐵 è 𝐵 ≤ 𝐴, òî 𝐴 = 𝐵 (àíòèñèììåòðè÷íîñòü);
3) åñëè 𝐴 ≤ 𝐵 è 𝐵 ≤ 𝐶, òî 𝐴 ≤ 𝐶 (òðàíçèòèâíîñòü).
Ðåôëåêñèâíîñòü îòíîøåíèÿ 𝐴 ≤ 𝐵 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èäåìïîòåíò-

íîñòè 𝐴 + 𝐴 = 𝐴. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü âûòåêàåò èç êîììóòàòèâíîñòè
ñëîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝐴 + 𝐵 = 𝐵 è 𝐵 + 𝐴 = 𝐴, òî 𝐴 = 𝐵.
Òðàíçèòèâíîñòü, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò èç àññîöèàòèâíîñòè ñëîæåíèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, 𝐴+ 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶) = (𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐵 + 𝐶 = 𝐶.

Упражнение 6 Соотношение 𝐴 ≤ 𝐵 выполняется тогда и только
тогда, когда выполняется соотношение 𝐴𝐵 = 0.
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Упражнение 7 Соотношение 𝐴 ≤ 𝐵 выполняется тогда и только
тогда, когда выполняется соотношение 𝐵 ≤ 𝐴.

Ïî ñâîéñòâó ñîâìåñòèìîñòè

𝐴 ≤ 𝐵 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐴𝐵 = 𝐴.

Íî è ýòî åùå íå èñ÷åðïûâàåò ãëóáîêîé ñâÿçè, ââåäåííîãî íàìè ÷àñòè÷íîãî
ïîðÿäêà ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñêðûòü åå
íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ãðàíè.

Âûäåëèì ïðîèçâîëüíóþ ñîâîêóïíîñòü {𝐴𝜎} := {𝐴𝜎 : 𝜎 ∈ Σ} îáúåêòîâ
àëãåáðû Áóëÿ A. Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò 𝐴 èç A верхней гранью ñîâî-
êóïíîñòè {𝐴𝜎} è îáîçíà÷àòü sup{𝐴𝜎}, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) 𝐴𝜎 ≤ 𝐴 äëÿ ëþáîãî 𝜎 ∈ Σ;
2) åñëè 𝐵 ∈ A è 𝐴𝜎 ≤ 𝐵 äëÿ ëþáîãî 𝜎 ∈ Σ, òî 𝐴 ≤ 𝐵.
Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî 𝐴 ìàæîðèðóåò ñîâîêóïíîñòü {𝐴𝜎}, à âòî-

ðîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî 𝐴 � íàèìåíüøàÿ èç ìàæîðàíò ñîâîêóïíîñòè
{𝐴𝜎}. Нижняя грань inf{𝐴𝜎} ñîâîêóïíîñòè {𝐴𝜎} îïðåäåëÿåìàÿ êàê íàè-
ìåíüøàÿ èç ìèíîðàíò ñîâîêóïíîñòè {𝐴𝜎}, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ 1) è 2)
çàìåíÿþòñÿ óñëîâèÿìè:

1) 𝐴 ≤ 𝐴𝜎 äëÿ ëþáîãî 𝜎 ∈ Σ;
2) åñëè 𝐵 ∈ A è 𝐵 ≤ 𝐴𝜎 äëÿ ëþáîãî 𝜎 ∈ Σ, òî 𝐵 ≤ 𝐴.

Предложение 2 Во всякой алгебре Буля

𝐴+𝐵 = sup{𝐴,𝐵}, 𝐴𝐵 = inf{𝐴,𝐵}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñîîòíîøåíèé

𝐴+ (𝐴+𝐵) = (𝐴+ 𝐴) +𝐵 = 𝐴+𝐵,

𝐵 + (𝐴+𝐵) = (𝐴+𝐵) +𝐵 = 𝐴+ (𝐵 +𝐵) = 𝐴+𝐵

âûòåêàåò, ÷òî ñóììà 𝐴 + 𝐵 ìàæîðèðóåò ñîâîêóïíîñòü {𝐴,𝐵}. Óáåäèìñÿ,
÷òî ýòà ìàæîðàíòà ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé. Ïóñòü 𝐶 ≤ 𝐴 è 𝐶 ìàæîðèðóåò
ñîâîêóïíîñòü {𝐴,𝐵}, òî åñòü 𝐴 ≤ 𝐶 è 𝐵 ≤ 𝐶. Òîãäà

(𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶) = 𝐴+ 𝐶 = 𝐶,

òî åñòü 𝐴+𝐵 ≤ 𝐶. Äîêàæåì âòîðîå ðàâåíñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé

(𝐴𝐵)𝐴 = (𝐵𝐴)𝐴 = 𝐵(𝐴𝐴) = 𝐵𝐴 = 𝐴𝐵,
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(𝐴𝐵)𝐵 = 𝐴(𝐵𝐵) = 𝐴𝐵

âûòåêàåò, ÷òî 𝐴𝐵 ìèíîðèðóåò ñîâîêóïíîñòü {𝐴,𝐵}. Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà ìè-
íîðàíòà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé. Ïóñòü 𝐶 ≤ 𝐴 è 𝐶 ìèíîðèðóåò ñîâîêóïíîñòü
{𝐴,𝐵}, òî åñòü 𝐶 ≤ 𝐴 è 𝐶 ≤ 𝐵. Òîãäà

𝐶(𝐴𝐵) = (𝐶𝐴)𝐵 = 𝐶𝐵 = 𝐶,

òî åñòü 𝐴𝐵 ≤ 𝐶. Âñå äîêàçàíî.

Упражнение 8 Доказать, что для всяких 𝐴,𝐵,𝐶 и 𝐷 из A справед-
ливы следующие утверждения:

1) если 𝐴 ≤ 𝐵, то 𝐴𝐶 ≤ 𝐵𝐶;
2) если 𝐴 ≤ 𝐵 и 𝐵 ≤ 𝐴, то 𝐴 = 𝐵;
3) равенство 𝐴+𝐵 = 0 влечет равенство 𝐴 = 0;
4) если 𝐴 ≤ 𝐵 и 𝐶 ≤ 𝐷, то 𝐴+ 𝐶 ≤ 𝐵 +𝐷;
5) если 𝐴𝐶 ≤ 𝐷, то 𝐴 ≤ 𝐷𝐶 + 𝐴𝐶;
6) если 𝐴 ≤ 𝐵 и 𝐴𝐶 ≤ 𝐷, то 𝐴 ≤ 𝐷𝐶 +𝐵𝐶.

Упражнение 9 Доказать, что во всякой алгебре Буля выполнены со-
отношения:

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖 := 𝐴1 + ...+ 𝐴𝑛 = sup{𝐴1, ..., 𝐴𝑛}, (3)

𝑛∏︁
𝑖=1

𝐴𝑖 := 𝐴1 · ... · 𝐴𝑛 = inf{𝐴1, ..., 𝐴𝑛} (4)

(ó ê à ç à í è å: äîêàçàòü, ÷òî

sup{𝐴1, ..., 𝐴𝑛} = sup{sup{𝐴1, ..., 𝐴𝑛−1}, 𝐴𝑛},

inf{𝐴1, ..., 𝐴𝑛} = inf{inf{𝐴1, ..., 𝐴𝑛−1}, 𝐴𝑛},
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè).

Упражнение 10 Показать, что для произвольных объектов
𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 из алгебры Буля A выполняются следующие соотношения:

𝐴 ≤ 𝐵 + 𝐴Δ𝐵, 𝐴 ≤ 𝐵 + (𝐴−𝐵),

(𝐴+𝐵)Δ(𝐶 +𝐷) ≤ 𝐴Δ𝐶 +𝐵Δ𝐷,

(𝐴−𝐵)Δ(𝐶 −𝐷) ≤ 𝐴Δ𝐶 +𝐵Δ𝐷.
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1.1.5. Бесконечные суммы и произведения. Ñîîòíîøåíèÿ (3), (4)
äåëàþò åñòåñòâåííûìè ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü {𝐴𝜎} := {𝐴𝜎 : 𝜎 ∈
Σ} � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ èç àëãåáðû Áóëÿ A. Бесконеч-
ная сумма è бесконечное произведение � ýòî ýëåìåíòû èçA, îïðåäåëÿåìûå
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:∑︁

𝜎∈Σ

𝐴𝜎 := sup
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 = sup{𝐴𝜎},

∏︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 := inf
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 = inf{𝐴𝜎}.

Áåñêîíå÷íûå ñóììû è áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ìîãóò íå ñóùåñòâî-
âàòü. Îäíàêî, åñòü òàêèå àëãåáðû Áóëÿ, â êîòîðûõ áåñêîíå÷íûå ñóììû è
áåñêîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ñóùåñòâóþò âñåãäà. Òàêèå àëãåáðû ïðèíÿòî íà-
çûâàòü 𝜎–алгебрами Буля.

Предложение 3 Во всякой 𝜎–алгебре Буля A выполняются бесконеч-
ные законы де Моргана∑︁

𝜎∈Σ

𝐴𝜎 =
∏︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 (первый закон),

∏︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 =
∑︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 (второй закон),

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì 𝐵 :=
∑︀

𝜎∈Σ 𝐴𝜎, òîãäà 𝐴𝜎 ≤ 𝐵, òî
åñòü 𝐴𝜎𝐵 = 𝐴𝜎 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ. Â ñèëó (êîíå÷íûõ) çàêîíîâ äå Ìîðãàíà
𝐴𝜎 + 𝐵 = 𝐴𝜎, òî åñòü 𝐵 ≤ 𝐴𝜎 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè 𝐶 ≤ 𝐴𝜎 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ, òî 𝐴𝜎 ≤ 𝐶 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ è ïîòîìó
𝐵 ≤ 𝐶 èëè 𝐶 ≤ 𝐵, ÷òî è äîêàçûâàåò ïåðâûé çàêîí äå Ìîðãàíà. Ïåðåéäåì
ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî çàêîíà. Ïîëîæèì 𝐵 :=

∏︀
𝜎∈Σ 𝐴𝜎, òîãäà 𝐵 ≤ 𝐴𝜎

äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ, òî åñòü 𝐴𝜎 ≤ 𝐵 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè 𝐴𝜎 ≤ 𝐶 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ, òî 𝐶 ≤ 𝐴𝜎 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ è ïîòîìó
𝐶 ≤ 𝐵 èëè 𝐵 ≤ 𝐶, ÷òî è äîêàçûâàåò âòîðîé çàêîí äå Ìîðãàíà.

Предложение 4 Если 𝐴𝐴𝜎 ≤ 𝐷 для любых 𝜎 ∈ Σ, то∑︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 ≤ 𝐷 + 𝐴.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî 𝜎 ∈ Σ èìååì

𝐴𝜎 = 𝐴𝜎(𝐴+ 𝐴) = 𝐴𝜎𝐴+ 𝐴𝜎𝐴.

Ïðè ýòîì 𝐴𝜎𝐴+𝐷 = 𝐷, 𝐴𝜎𝐴+ 𝐴 = 𝐴 è

𝐴𝜎𝐴+ 𝐴𝜎𝐴+𝐷 + 𝐴 = 𝐷 + 𝐴.

Çíà÷èò, 𝐴𝜎 ≤ 𝐷 + 𝐴 è ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè∑︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 := sup
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 ≤ 𝐷 + 𝐴.

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Предложение 5 Во всякой 𝜎–алгебре Буля A выполняются бесконеч-
ные дистрибутивные законы:

𝐴
∑︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 =
∑︁
𝜎∈Σ

𝐴𝐴𝜎,

𝐴+
∏︁
𝜎∈Σ

𝐴𝜎 =
∏︁
𝜎∈Σ

(𝐴+ 𝐴𝜎).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí.
Ïóñòü 𝐵 :=

∑︀
𝜎∈Σ 𝐴𝜎 è 𝐶 := 𝐴𝐵. Òîãäà

𝐴𝐴𝜎 + 𝐶 = 𝐴(𝐴𝜎 +𝐵) = 𝐴𝐵 = 𝐶,

òî åñòü 𝐴𝐴𝜎 ≤ 𝐶 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò 𝐷
èç A òàêîé, ÷òî 𝐴𝐴𝜎 ≤ 𝐷 äëÿ ëþáûõ 𝜎 ∈ Σ. Òîãäà ïî ïðåäûäóùåìó
ïðåäëîæåíèþ 𝐵 ≤ 𝐷 + 𝐴 è

𝐴𝐵 + 𝐴(𝐷 + 𝐴) = 𝐴(𝐵 +𝐷 + 𝐴) = 𝐴(𝐷 + 𝐴).

Çíà÷èò,
𝐶 := 𝐴𝐵 ≤ 𝐴(𝐷 + 𝐴) = 𝐴𝐷 + 𝐴𝐴 = 𝐴𝐷 ≤ 𝐷

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè 𝐶 =
∑︀

𝜎∈Σ 𝐴𝐴𝜎. ×òî è
äîêàçûâàåò ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí. Âòîðîé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí
âûòåêàåò èç ïåðâîãî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà è áåñêîíå÷íûõ çàêîíîâ äå
Ìîðãàíà.
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Упражнение 11 Показать, что в любой 𝜎-алгебре Буля имеет ме-
сто формула ∏︁

𝜎∈Σ

𝐴𝜎 = 1−
∑︁
𝜎∈Σ

(1− 𝐴𝜎).

Упражнение 12 Показать, что в любой 𝜎-алгебре Буля имеет ме-
сто формула ∑︁

𝜎∈Σ

𝐴𝜎 +
∑︁
𝜎∈Σ

𝐵𝜎 =
∑︁
𝜎∈Σ

(𝐴𝜎 +𝐵𝜎).

1.2 Примеры алгебр Буля

1.2.1. Алгебры множеств. Ïóñòü 𝐸 � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Òóò ñðà-
çó íóæíî ïîä÷åðêíóòü ðàçëè÷èå ìåæäó ïîíÿòèåì ¾ìíîæåñòâà¿ è ïîíÿòèåì
¾êëàññà¿ (íåîáõîäèìîñòü òàêîãî ðàçëè÷åíèÿ âîçíèêëà â ñâÿçè ñ îáíàðóæå-
íèåì èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ, ñâÿçàííûõ ñ
ðàññìîòðåíèåì, íàïðèìåð, òàêîãî îáúåêòà êàê ¾ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ¿).

Ïðèäåðæèâàÿñü ïîëó÷èâøåé øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå àêñèîìàòè÷å-
ñêîé òåîðèè ìíîæåñòâ Ãåäåëÿ�Áåðíàéñà, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ¾ìíîæåñòâî¿
� ýòî òàêîé ¾êëàññ¿, êîòîðûé ñëóæèò ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà ñâîèõ ïîäìíî-
æåñòâ. Òîãäà êàê ñóùåñòâóþò ¾êëàññû¿, íàçûâàåìûå ñîáñòâåííûìè, êîòî-
ðûå íå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ, òî åñòü íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ¾ìíîæåñòâàìè¿. Òàê, íàïðèìåð, êëàññû âñåõ ìíîæåñòâ, âñåõ òîïî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, âñåõ ãðóïï è ò.ä. ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè êëàñ-
ñàìè è íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè. Òàêèì îáðàçîì, âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíîå
ìíîæåñòâî 𝐸, ìû âïðàâå ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ 𝛽(𝐸)
ìíîæåñòâà 𝐸 ñîäåðæèò åãî â êà÷åñòâå ýëåìåíòà.

Ìíîæåñòâî 𝛽(𝐸) (èíîãäà íàçûâàåìîå булеаном ìíîæåñòâà 𝐸) âìåñòå ñ
åãî ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè 𝐴 è 𝐵 ñîäåðæèò îáúåäèíåíèå

𝐴 ∪𝐵 := {𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑥 ∈ 𝐴 èëè 𝑥 ∈ 𝐵}

è ïåðåñå÷åíèå
𝐴 ∩𝐵 := {𝑥 ∈ 𝐸 : 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵}

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝛽(𝐸) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïå-
ðåñå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî ýòè îïåðàöèè êîììóòàòèâíû è àññîöè-
àòèâíû, òî åñòü

𝐴 ∪𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴, 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∪𝐵) ∪ 𝐶,
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𝐴 ∩𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴, 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∩ 𝐶.

Áîëåå òîãî, ýòè îïåðàöèè ñâÿçàíû äèñòðèáóòèâíûìè çàêîíàìè

𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶),

𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶),

Óáåäèìñÿ â ýòîì íà ïðèìåðå ïåðâîãî äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíà. Äëÿ ýòîãî
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé ýëåìåíò ìíîæåñòâà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè,
ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà, ñòîÿùåãî â ïðàâîé ÷àñòè è íàîáîðîò. Ïóñòü
𝑥 ∈ 𝐴∩(𝐵∪𝐶). Òîãäà 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵∪𝐶. Çíà÷èò, ëèáî 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵, ëèáî
𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐶, òî åñòü ëèáî 𝑥 ∈ 𝐴∩𝐵, ëèáî 𝑥 ∈ 𝐴∩𝐶. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶). Îáðàòíî. Ïóñòü 𝑥 ∈ (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶). Òîãäà ëèáî
𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, ëèáî 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐶. Â ëþáîì ñëó÷àå 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 ∈ 𝐵 ∩ 𝐶. Çíà÷èò,
𝑥 ∈ 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶). Âñå äîêàçàíî.

Âìåñòå ñ òåì, èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé ¾∪¿ è ¾∩¿ âûòåêàåò, ÷òî îíè
îáëàäàþò ñâîéñòâîì èäåìïîòåíòíîñòè

𝐴 ∪ 𝐴 = 𝐴 ∩ 𝐴 = 𝐴.

Êðîìå òîãî, äëÿ âñÿêîãî 𝐴 èç 𝛽(𝐸) ýëåìåíòû 𝐸 è ∅ óäîâëåòâîðÿþò ñîîò-
íîøåíèÿì

𝐴 ∪ ∅ = 𝐴, 𝐴 ∩ 𝐸 = 𝐴, 𝐴 ∩ ∅ = ∅, 𝐴 ∪ 𝐸 = 𝐸.

Âìåñòå ñ êàæäûì ýëåìåíòîì 𝐴 ìíîæåñòâî 𝛽(𝐸) ñîäåðæèò 𝐸 ∖ 𝐴
(òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå äîïîëíåíèå) è ïðè ýòîì

𝐴 ∪ (𝐸 ∖ 𝐴) = 𝐸, 𝐴 ∩ (𝐸 ∖ 𝐴) = ∅.

Òàêèì îáðàçîì, áóëåàí 𝛽(𝐸) ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà 𝐸 ÿâëÿåò-
ñÿ àëãåáðîé Áóëÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ¾∪¿ è ¾∩¿ è òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîãî äîïîëíåíèÿ. Ïðè ýòîì ðîëü åäèíèöû èãðàåò ñàìî ìíîæå-
ñòâî 𝐸, êàê ýëåìåíò áóëåàíà 𝛽(𝐸), à ðîëü íóëÿ èãðàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî
∅.

1.2.2. Алгебры событий. Ïóñòü 𝐸* = {𝑒} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.
Ñâÿæåì ñ 𝐸* íåêîòîðûé îïûò, äîïóñêàþùèé íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ïîâòî-
ðåíèé, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ áóäóò çàâèñåòü îò ñëó÷àÿ. Ýòîò îïûò ñîñòîèò â
òîì, ÷òî èç ìíîæåñòâà 𝐸* ¾íàóäà÷ó¿ âûáèðàþò îäèí ýëåìåíò, ïðè÷åì ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝐸* ¾ðàâíîïðàâíû¿. Äëÿ ëþáîãî

16



ïîäìíîæåñòâà 𝐴* ⊆ 𝐸* ìîæåò ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî ¾íàóäà÷ó¿ âûáðàííûé
ýëåìåíò ëåæèò â 𝐴*. Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì ýëåìåíòîì 𝐴* ìíîæåñòâà
âñåõ ïîäìíîæåñòâ 𝛽(𝐸*) ìíîæåñòâà 𝐸* ìû ìîæåì ñâÿçàòü íåêîòîðîå ñîáû-
òèå 𝐴, à èìåííî, ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â ñëåäóþùåì: â ðåçóëüòàòå îïûòà âû-
áðàí îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 𝐴*. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî 𝐸* íàçûâàåòñÿ
множеством исходов, à ýëåìåíò 𝑒 èç 𝐴* íàçûâàåòñÿ исходом, благоприят-
ствующим событию 𝐴. Åñëè ìíîæåñòâî 𝐴* ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà,
òî ñâÿçàííîå ñ íèì ñîáûòèå 𝐴 íàçûâàåòñÿ элементарным, à ñîâîêóïíîñòü
𝐸 âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � пространством элементарных событий.

Êîãäà 𝐴* ïðîáåæèò âåñü áóëåàí 𝛽(𝐸*), ñâÿçàííîå ñ íèì ñîáûòèå îïèøåò
ìíîæåñòâî A, êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü алгеброй событий. Öåëåñîîáðàç-
íîñòü òàêîãî íàçâàíèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè A è 𝛽(𝐸*) ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:
ñîáûòèþ 𝐴 ∈ A ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî 𝐴* ∈ 𝛽(𝐸*) âñåõ èñõîäîâ, áëà-
ãîïðèÿòñòâóþùèõ ýòîìó ñîáûòèþ, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîìó ìíîæåñòâó
𝐴* ∈ 𝛽(𝐸*) èñõîäîâ ñîîòâåòñòâóåò ñîáûòèå 𝐴 ∈ A: â ðåçóëüòàòå îïûòà
âûáðàí îäèí èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 𝐴*. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ïîçâîëÿåò ïå-
ðåíåñòè ñòðóêòóðó àëãåáðû Áóëÿ ñ 𝛽(𝐸*) íà A. Ïðè ýòîì ñóììà ñîáûòèé
𝐴+𝐵 � ýòî ñîáûòèå ñ ìíîæåñòâîì áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ 𝐴* ∪𝐵*;
ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé 𝐴 ·𝐵 � ýòî ñîáûòèå ñ ìíîæåñòâîì áëàãîïðèÿòñòâó-
þùèõ èñõîäîâ 𝐴* ∩𝐵*; äîïîëíåíèå ê ñîáûòèþ 𝐴 � ñîáûòèå ñ ìíîæåñòâîì
áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ 𝐸* ∖𝐴*; 0 � íåâîçìîæíîå ñîáûòèå ñ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ; 1 � ñîáûòèå ñ ìíîæåñòâîì áëà-
ãîïðèÿòñòâóþùèõ èñõîäîâ 𝐸*.

1.2.3. Алгебры высказываний. Ïóñòü 𝐸* � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî
è 𝑒 � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà 𝐸*. Ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì
𝐴* ìíîæåñòâà 𝐸* ñâÿæåì óòâåðæäåíèå 𝐴, êîòîðîå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
ýëåìåíò 𝑒 ïðèíàäëåæèò 𝐴*. Õàðàêòåðíûì äëÿ òàêèõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ òî, ÷òî ïî îòíîøåíèþ ê êàæäîìó èç íèõ ìû âñåãäà ìîæåì ñêàçàòü
èñòèííî îíî èëè ëîæíî. Ïî óñòàíîâèâøåéñÿ òðàäèöèè òàêèå óòâåðæäåíèÿ
ïðèíÿòî íàçûâàòü высказываниями. Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì
𝐴* ⊆ 𝐸* ìû ñâÿçàëè íåêîòîðîå âûñêàçûâàíèå 𝐴. Êîãäà ìíîæåñòâî 𝐴* ïðî-
áåæèò âåñü áóëåàí 𝛽(𝐸*) âûñêàçûâàíèå 𝐴 îïèøåò ìíîæåñòâî âûñêàçûâà-
íèéA, íà êîòîðîå ïåðåíîñèòñÿ ñòðóêòóðà àëãåáðû Áóëÿ èç 𝛽(𝐸*). Ïðè ýòîì
ñóììà âûñêàçûâàíèé 𝐴 + 𝐵 (𝐴 ∨ 𝐵 � ¾𝐴 èëè 𝐵¿) � ýòî âûñêàçûâàíèå:
ýëåìåíò 𝑒 ïðèíàäëåæèò 𝐴* ∪𝐵*; ïðîèçâåäåíèå âûñêàçûâàíèé 𝐴 ·𝐵 (𝐴∧𝐵
� ¾𝐴 è 𝐵¿) � ýòî âûñêàçûâàíèå: ýëåìåíò 𝑒 ïðèíàäëåæèò 𝐴* ∩ 𝐵*; äîïîë-
íåíèå (îòðèöàíèå) âûñêàçûâàíèÿ (¾íå 𝐴¿) � ýòî âûñêàçûâàíèå: ýëåìåíò 𝑒
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ïðèíàäëåæèò 𝐸* ∖ 𝐴*.
Â òîì òðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî 𝐸* ñîñòîèò èç îäíîãî ýëå-

ìåíòà 𝑒, àëãåáðà âûñêàçûâàíèéA ñîñòîèò èç äâóõ âûñêàçûâàíèé: È (èñòèí-
íîå âûñêàçûâàíèå) � ýëåìåíò 𝑒 ïðèíàäëåæèò𝐸*; Ë (ëîæíîå âûñêàçûâàíèå)
� ýëåìåíò 𝑒 ïðèíàäëåæèò ∅. Àëãåáðà âûñêàçûâàíèé {È,Ë} ñëóæèò îñíîâîé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé � îñíîâíûõ îáúåêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè (òî÷íåå, äâóçíà÷íîé ñèìâîëè÷åñêîé ëîãèêè).

1.2.4. Алгебра булевых функций. Áóëåâîé ïåðåìåííîé íàçûâàþò
ïåðåìåííóþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ â àëãåáðå Áóëÿ {È,Ë}. Ââåäåíèå áó-
ëåâîé ïåðåìåííîé ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î áóëåâûõ ôóíêöèÿõ (ôóíêöèÿ àë-
ãåáðû ëîãèêè), ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â àëãåáðå {È,Ë}.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà
îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè. Ê íèì îòíîñÿòñÿ:

1) áóëåâû ïîñòîÿííûå È è Ë;
2) áóëåâû ïåðåìåííûå 𝑋, 𝑌, ...;
3) äèçúþíêöèÿ 𝑋 ∨ 𝑌 , êîíúþíêöèÿ 𝑋 ∧ 𝑌 è îòðèöàíèå 𝑋.
Óæå çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ âåñü çàïàñ áóëåâûõ ôóíêöèé � êàê çàïàñ âñå-

âîçìîæíûõ ñóïåðïîçèöèé ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Èíîãäà ê çàïà-
ñó ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ïðèñîåäèíÿþò èìïëèêàöèþ 𝑋 =⇒ 𝑌
(ñóïåðïîçèöèþ 𝑋 ∨ 𝑌 äèçúþíêöèè 𝑋 ∨ 𝑌 ñ îòðèöàíèåì 𝑋 è áóëåâîé ïå-
ðåìåííîé 𝑌 ) è ýêâèâàëåíòíîñòü 𝑋 ⇐⇒ 𝑌 (ñóïåðïîçèöèþ (𝑋 =⇒
𝑌 ) ∧ (𝑌 =⇒ 𝑋) êîíúþíêöèè 𝑋 ∧ 𝑌 ñ èìïëèêàöèÿìè 𝑋 =⇒ 𝑌 è
𝑌 =⇒ 𝑋).

Îïåðàöèè ¾∨¿, ¾∧¿, ¾−¿ â àëãåáðå {È,Ë} ïîðîæäàþò àíàëîãè÷íûå îïå-
ðàöèè (îïðåäåëÿåìûå ïîòî÷å÷íî) âî ìíîæåñòâå A âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Ïðè ýòîì A ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé Áóëÿ ñ åäèíèöåé È è íóëåâûì ýëåìåíòîì
Ë.

1.3 Полукольца, кольца, подалгебры

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ 𝜎�àëãåáðó Áóëÿ A è äîãîâîðèìñÿ íàçûâàòü åå
универсальной. Ââåäåíèå ýòîãî òåðìèíà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ñèñòåìû îáúåêòîâ àëãåáðûA, êîòîðûå
â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü àëãåáðàìè Áóëÿ è äàæå 𝜎�àëãåáðàìè Áóëÿ. Îñ-
íîâíîé èíòåðåñ äëÿ íàñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå (ïî
îòíîøåíèþ ê îïåðàöèÿì â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðå) îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì
çàìêíóòîñòè.

1.3.1. Кольца. Ýëåìåíò 𝐸 íàçûâàåòñÿ åäèíèöåé íåïóñòîé ñèñòåìû 𝑆
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îáúåêòîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû A, åñëè 𝐸 ∈ 𝑆 è äëÿ ëþáîãî 𝐴 ∈ 𝑆
èìååò ìåñòî õîòÿ áû îäíî èç ðàâåíñòâ 𝐴+𝐸 = 𝐸 èëè 𝐴𝐸 = 𝐴. Ïîñëåäíèå
ðàâåíñòâà, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àþò, ÷òî 𝐴 ≤ 𝐸, òî åñòü 𝐸 � íàèáîëüøèé
ýëåìåíò â 𝑆. Îòìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî 𝑆 = A âëå÷åò ðàâåíñòâî 𝐸 = 1.

Íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü𝑅 îáúåêòîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðûA íàçûâàåò-
ñÿ (áóëåâûì) кольцом, åñëè îíà îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èç âêëþ÷åíèé
𝐴 ∈ 𝑅 è 𝐵 ∈ 𝑅 ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ 𝐴Δ𝐵 ∈ 𝑅 è 𝐴𝐵 ∈ 𝑅.

Ïóñòü 𝑅 ⊆ A � êîëüöî. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ 𝐴 è 𝐵 èç A âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

𝐴+𝐵 = (𝐴Δ𝐵)Δ(𝐴𝐵), 𝐴−𝐵 = 𝐴Δ(𝐴𝐵)

(ñì. (1), (2)), òî èç âêëþ÷åíèé 𝐴 ∈ 𝑅 è 𝐵 ∈ 𝑅 âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü
ê 𝑅 ñóììû 𝐴 + 𝐵 è ðàçíîñòè 𝐴 − 𝐵. Òàêèì îáðàçîì, êîëüöî � ñèñòåìà
îáúåêòîâ óíèâåðñàëüíîé àëãåáðûA, çàìêíóòàÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ,
óìíîæåíèþ, âû÷èòàíèþ è îáðàçîâàíèþ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè. Êðîìå
òîãî, ëþáîå êîëüöî ñîäåðæèò 0, òàê êàê âñåãäà 𝐴 − 𝐴 = 0 ∈ 𝑅. Ñèñòåìà
𝑅, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî 0, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾íàèìåíüøåå¿ âîçìîæíîå
êîëüöî.

Êîëüöî ñ åäèíèöåé 𝐸 íàçûâàåòñÿ (áóëåâîé) алгеброй. ßñíî, ÷òî âñÿêàÿ
àëãåáðà 𝑅 ⊆ A ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Áóëÿ ñ íóëåâûì ýëåìåíòîì 0, ñ åäèíèöåé
𝐸 è ñ äîïîëíåíèåì 𝐴 := 𝐸 − 𝐴.

Пример 1 Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà 𝐴 ∈ A ñèñòåìà îáúåêòîâ

𝛽(𝐴) = {𝐵 ∈ A : 𝐵 ≤ 𝐴}

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëãåáðó ñ åäèíèöåé 𝐴. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝐵 ≤ 𝐴 è
𝐶 ≤ 𝐴, òî 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐴, òî åñòü 𝐴 � åäèíèöà ñèñòåìû 𝛽(𝐴). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè èìååì

(𝐵Δ𝐶)𝐴 = (𝐵𝐶 + 𝐶𝐵)𝐴,

çíà÷èò,
(𝐵Δ𝐶)𝐴 = (𝐵𝐴)𝐶 + (𝐶𝐴)𝐵 = 𝐵𝐶 + 𝐶𝐵 = 𝐵Δ𝐶

è ïðè ýòîì
(𝐵𝐶)𝐴 = 𝐵(𝐶𝐴) = 𝐵𝐶.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝐵Δ𝐶 ≤ 𝐴 è 𝐵𝐶 ≤ 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà 𝛽(𝐴) çà-
ìêíóòà îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ è îáðàçîâàíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì 𝛽(𝐴) � êîëüöî ñ åäèíèöåé, òî åñòü àëãåáðà.
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Пример 2 Ñèñòåìà âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-
ñòâà 𝐴 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöî â àëãåáðå Áóëÿ 𝛽(𝐴) âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà 𝐴. Ýòî êîëüöî áóäåò àëãåáðîé (è äàæå 𝜎-àëãåáðîé Áóëÿ) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî 𝐴 ñàìî êîíå÷íî.

Пример 3 Ñèñòåìà âñåõ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ â R𝑛 ÿâëÿåòñÿ êîëü-
öîì â àëãåáðå Áóëÿ 𝛽(R𝑛).

Èç îïðåäåëåíèÿ êîëüöà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëî-
æåíèå.

Предложение 6 Пересечение

𝑅 =
⋂︁

𝜎∈Σ
𝑅𝜎

любого множества колец {𝑅𝜎 : 𝜎 ∈ Σ} есть кольцо.

Óñòàíîâèì ñëåäóþùèé ïðîñòîé, íî âàæíûé äëÿ äàëüíåéøåãî ôàêò.

Предложение 7 Для любой непустой системы 𝑆 объектов универ-
сальной алгебры A существует одно и только одно кольцо 𝑅(𝑆) ⊆ A,
содержащее 𝑆 и содержащееся в любом кольце 𝑅 ⊆ A, содержащем си-
стему 𝑆.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êîëüöî 𝑅(𝑆) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé 𝑆
îäíîçíà÷íî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åãî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàññìîòðèì ñóììó

𝑋 =
∑︁
𝐴∈𝑆

𝐴

âñåõ îáúåêòîâ 𝐴, âõîäÿùèõ â 𝑆, è àëãåáðó 𝛽(𝑋) ⊆ A. Ïóñòü {𝑅𝜎 : 𝜎 ∈ Σ} �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîëåö, ñîäåðæàùèõñÿ â 𝛽(𝑋) è ñîäåðæàùèõ âñå îáúåêòû
ñèñòåìû 𝑆. Ïåðåñå÷åíèå

𝑅 =
⋂︁

𝜎∈Σ
𝑅𝜎 ∈ 𝛽(𝑋)

âñåõ ýòèõ êîëåö è áóäåò èñêîìûì êîëüöîì 𝑅(𝑆). Äåéñòâèòåëüíî, êàêîâî áû
íè áûëî êîëüöî 𝑅′ ⊆ A, ñîäåðæàùåå âñå îáúåêòû ñèñòåìû 𝑆, ïåðåñå÷åíèå
𝑅′ ∩ 𝑅 ∈ 𝛽(𝑋) áóäåò êîëüöîì èç {𝑅𝜎 : 𝜎 ∈ Σ} è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝑆 ⊆ 𝑅 ⊆
𝑅′ ∩𝑅 ⊆ 𝑅′, òî åñòü 𝑅 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè.
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Êîëüöî 𝑅(𝑆) íàçûâàåòñÿ минимальным êîëüöîì íàä 𝑆 èëè êîëüöîì,
порожденным ñèñòåìîé 𝑆.

1.3.2. Полукольца. Äâà îáúåêòà 𝐴 è 𝐵 èç óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû A
íàçûâàþòñÿ дизъюнктными, åñëè 𝐴𝐵 = 0. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ 𝑆 íàçûâà-
åòñÿ дизъюнктной, åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà èç 𝑆 äèçúþíêòíû.

Ñèñòåìà 𝑆 ⊆ A íàçûâàåòñÿ полукольцом, åñëè îíà ñîäåðæèò 0, çàìêíó-
òà ïî îòíîøåíèþ ê óìíîæåíèþ è îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èç ïðèíàä-
ëåæíîñòè ê 𝑆 ýëåìåíòîâ 𝐴 è 𝐴1 ≤ 𝐴 âûòåêàåò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ
𝐴 â âèäå ñóììû 𝐴 = 𝐴1+ ...+𝐴𝑛, ãäå {𝐴1, ..., 𝐴𝑛} � êîíå÷íàÿ äèçúþíêòíàÿ
ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èç 𝑆, ïåðâûé èç êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ 𝐴1.

Â äàëüíåéøåì âñÿêóþ (êîíå÷íóþ) äèçúþíêòíóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ
𝑆 ⊆ A, ñóììà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ 𝐴 ∈ A, áóäåì íàçûâàòü (êîíå÷íûì)
разложением ýëåìåíòà 𝐴 ïî ýëåìåíòàì èç 𝑆.

Âñÿêîå êîëüöî 𝑅 ⊆ A ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì, òàê êàê åñëè 𝐴 è 𝐴1 ≤ 𝐴
âõîäÿò â 𝑅, òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2,

ãäå 𝐴2 := 𝐴−𝐴1 ∈ 𝑅. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ñëåäñòâèþ 6 îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû
Áóëÿ 𝐴1 + 𝐴𝐴1 = 𝐴+ 𝐴1. Çíà÷èò,

𝐴1 + 𝐴2 = 𝐴1 + (𝐴− 𝐴1) = 𝐴1 + 𝐴𝐴1 = 𝐴+ 𝐴1 = 𝐴.

Ïðèìåðîì ïîëóêîëüöà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ êîëüöîì ìîæåò ñëóæèòü ñîâî-
êóïíîñòü ýëåìåíòîâ àëãåáðû Áóëÿ 𝛽(R𝑛), ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ
ïðîìåæóòêîâ â R𝑛 (промежутками â R𝑛, 𝑛 > 1, íàçûâàþòñÿ: ïóñòîå ìíî-
æåñòâî, îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà è äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ 𝐽1 × ... × 𝐽𝑛,
ãäå 𝐽1, ..., 𝐽𝑛 � ïðîìåæóòêè â R).

Óñòàíîâèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïîëóêîëåö.

Свойство 1 Пусть 𝑆 — полукольцо в A и 𝐴 ∈ 𝑆. Тогда любую конеч-
ную дизъюнктную систему {𝐴1, ..., 𝐴𝑛} элементов из 𝑆, каждый из ко-
торых не превосходят 𝐴 можно дополнить элементами 𝐴𝑛+1, ..., 𝐴𝑚 ∈ 𝑆
до конечного разложения 𝐴 = 𝐴1 + ...+ 𝐴𝑚 множества 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Äëÿ 𝑛 = 1 ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç îïðåäå-
ëåíèÿ ïîëóêîëüöà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ 𝑛 = 𝑚 è
äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ 𝑛 = 𝑚 + 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ
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äèçúþíêòíóþ ñîâîêóïíîñòü 𝐴1, ..., 𝐴𝑚, 𝐴𝑚+1 ∈ 𝑆, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëî-
âèÿì: 𝐴1 ≤ 𝐴, ..., 𝐴𝑚 ≤ 𝐴,𝐴𝑚+1 ≤ 𝐴. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

𝐴 = 𝐴1 + ...+ 𝐴𝑚 +𝐵1 + ...+𝐵𝑝,

ãäå 𝐵𝑖 ∈ 𝑆, 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑝}. Ïîëîæèì 𝐵𝑖1 = 𝐴𝑚+1𝐵𝑖, 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑝}. Ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ ïîëóêîëüöà, íàéäåòñÿ ðàçëîæåíèå 𝐵𝑖 = 𝐵𝑖,1 + ...+ 𝐵𝑖,𝑞(𝑖), ãäå
𝐵𝑖,𝑗 ∈ 𝑆, 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑝}, 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑞(𝑖)}. Çíà÷èò,

𝐴 = 𝐴1 + ...+ 𝐴𝑚 +

𝑞(1)∑︁
𝑗=1

𝐵1,𝑗 + ...+

𝑞(𝑝)∑︁
𝑗=1

𝐵𝑝,𝑗,

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî 𝐴𝑚+1 ≤ 𝐴− (𝐴1 + ...+ 𝐴𝑚) ≤ 𝐵1 + ...+𝐵𝑝, çíà÷èò,

𝐴𝑚+1 = 𝐴𝑚+1𝐵1 + ...+ 𝐴𝑚+1𝐵𝑝 = 𝐵1,1 + ...+𝐵𝑝,1.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

𝐴 = 𝐴1 + ...+ 𝐴𝑚 + 𝐴𝑚+1 +

𝑞(1)∑︁
𝑗=2

𝐵1,𝑗 + ...+

𝑞(𝑝)∑︁
𝑗=2

𝐵𝑝,𝑗,

Òàêèì îáðàçîì, ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Свойство 2 Какова бы ни была конечная совокупность объектов
{𝐴1, ..., 𝐴𝑛} из полукольца 𝑆, в 𝑆 найдется такая конечная дизъюнктная
совокупность объектов {𝐵1, ..., 𝐵𝑝}, что каждое 𝐴𝑘 допускает конечное
разложение по объектам из {𝐵1, ..., 𝐵𝑝}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñâîéñòâî ñïðàâåäëè-
âî äëÿ 𝑛 = 𝑚 (äëÿ 𝑛 = 1 îíî î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî) è ðàññìîòðèì â 𝑆
íåêîòîðóþ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ {𝐴1, ..., 𝐴𝑚, 𝐴𝑚+1}. Ïóñòü {𝐵1, ..., 𝐵𝑝} �
ñîâîêóïíîñòü âñåõ îáúåêòîâ èç 𝑆, ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ
ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: îáúåêòû èç ñèñòåìû {𝐴1, ..., 𝐴𝑚} äîïóñêàþò êî-
íå÷íûå ðàçëîæåíèÿ ïî îáúåêòàì èç ñîâîêóïíîñòè {𝐵1, ..., 𝐵𝑝}. Ïîëîæèì
𝐵𝑖1 = 𝐴𝑚+1𝐵𝑖. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå

𝐴𝑚+1 =

𝑝∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖,1 + ...+

𝑞∑︁
𝑗=1

𝐵′
𝑗, 𝐵′

𝑗 ∈ 𝑆.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ïîëóêîëüöà

𝐵𝑖 = 𝐵𝑖,1 + ...+𝐵𝑖,𝑟(𝑖), 𝐵𝑖,𝑠 ∈ 𝑆.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåêòû èç {𝐴1, ..., 𝐴𝑚, 𝐴𝑚+1} äîïóñêàþò êîíå÷íûå ðàçëî-
æåíèÿ ïî ýëåìåíòàì èç äèçúþíêòíîé ñîâîêóïíîñòè

{𝐵𝑖,𝑠, 𝐵
′
𝑗 : 𝑖 = 1, ..., 𝑝, 𝑠 = 1, ..., 𝑟(𝑖), 𝑗 = 1, ..., 𝑞}.

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
1.3.3. Кольцо, порождаемое полукольцом. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà

𝑆 � ïîëóêîëüöî íåñëîæíî âñêðûòü ñòðîåíèå êîëüöà 𝑅(𝑆), ïîðîæäàåìîãî
ýòèì ïîëóêîëüöîì.

Предложение 8 Если 𝑆 — полукольцо, то 𝑅(𝑆) совпадает с систе-
мой 𝐽 объектов из A, допускающих конечные разложения

𝐴 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖

по объектам 𝐴𝑖 из 𝑆.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà 𝐽 îáðàçóåò êîëüöî.
Åñëè 𝐴 è 𝐵 � äâà ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòà èç 𝐽 , òî èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

𝐴 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖, 𝐵 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗, 𝐴𝑖, 𝐵𝑗 ∈ 𝑆.

Òàê êàê 𝑆 � ïîëóêîëüöî, òî ïðîèçâåäåíèÿ

𝐶𝑖,𝑗 := 𝐴𝑖𝐵𝑗

âõîäÿò â 𝑆. Â ñèëó ñâîéñòâà 1 èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

𝐴𝑖 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖,𝑗 +

𝑝(𝑖)∑︁
𝑘=1

𝐷𝑖,𝑘, 𝐵𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐶𝑖,𝑗 +

𝑞(𝑗)∑︁
𝑙=1

𝐸𝑖,𝑙.

ãäå 𝐷𝑖,𝑘 è 𝐸𝑖,𝑙 ïðèíàäëåæàò 𝑆. Ïðè ýòîì

𝐴 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖,𝑗 +
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝(𝑖)∑︁
𝑘=1

𝐷𝑖,𝑘,
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𝐵 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐶𝑖,𝑗 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞(𝑗)∑︁
𝑙=1

𝐸𝑖,𝑙.

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 𝐴𝐵 è ñèììåòðè÷åñêàÿ
ðàçíîñòü 𝐴Δ𝐵 äîïóñêàþò ðàçëîæåíèÿ:

𝐴𝐵 =

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗

)︃
=

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝐵𝑗 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖,𝑗,

𝐴Δ𝐵 = (𝐴− 𝐴𝐵) + (𝐵 − 𝐴𝐵) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑝(𝑖)∑︁
𝑘=1

𝐷𝑖,𝑘 +
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞(𝑗)∑︁
𝑙=1

𝐸𝑖,𝑙

è, ñëåäîâàòåëüíî, âõîäÿò â 𝐽 . Òàêèì îáðàçîì, 𝐽 äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé êîëüöî. Åãî ìèíèìàëüíîñòü ñðåäè âñåõ êîëåö, ñîäåðæàùèõ 𝑆
î÷åâèäíà.

1.4 Меры

1.4.1. Определение меры. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ 𝑚(𝐴), îïðåäå-
ëåííàÿ íà ýëåìåíòàõ óíèâåðñàëüíîé áóëåâîé àëãåáðû A íàçûâàåòñÿ мерой,
åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 𝑆𝑚 ôóíêöèè 𝑚(𝐴) ÿâëÿåòñÿ ïîëóêîëüöîì;
2) çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 𝑚(𝐴) íåîòðèöàòåëüíû;
3) ôóíêöèÿ𝑚(𝐴) аддитивна, òî åñòü äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ðàçëîæåíèÿ

𝐴 = 𝐴1 + ...+ 𝐴𝑛

îáúåêòà 𝐴 ∈ 𝑆𝑚 â ñóììó äèçúþíêòíûõ îáúåêòîâ 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 èç ïîëóêîëüöà
𝑆𝑚 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

𝑚(𝐴) = 𝑚(𝐴1) + ...+𝑚(𝐴𝑛).

Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà 0 = 0+0 âûòåêàåò, ÷òî 𝑚(0) = 𝑚(0)+𝑚(0) =
2𝑚(0). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 𝑚(0) = 0.

1.4.2. Продолжение меры с полукольца на порожденное им

кольцо. Ìåðà 𝑚′ íàçûâàåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû 𝑚, åñëè 𝑆𝑚 ⊆ 𝑆𝑚′ è äëÿ
êàæäîãî 𝐴 ∈ 𝑆𝑚 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 𝑚′(𝐴) = 𝑚(𝐴).

Предложение 9 Для каждой меры 𝑚, заданной на некотором полу-
кольце 𝑆𝑚 ⊆ A, существует одно и только одно продолжение 𝑚′, имею-
щее своей областью определения кольцо 𝑅(𝑆𝑚).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî𝐴 ∈ 𝑅(𝑆𝑚) ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå

𝐴 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘,

ãäå 𝐴𝑘 ∈ 𝑆𝑚 è 𝐴𝑘𝐴𝑗 = 0 ïðè 𝑘 ̸= 𝑗. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

𝑚′(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà 𝑚′(𝐴) íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçëîæåíèÿ 𝐴.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

𝐴 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗, 𝐵𝑗 ∈ 𝑆𝑚,

òî

𝐴𝑘 = 𝐴𝑘𝐴 = 𝐴𝑘

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐴𝑘𝐵𝑗

𝐵𝑗 = 𝐵𝑗𝐴 = 𝐵𝑗

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐵𝑗𝐴𝑘

è â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑚(𝐴𝑘𝐵𝑗) =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐵𝑗𝐴𝑘) =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑚(𝐵𝑗).

Íåîòðèöàòåëüíîñòü è àääèòèâíîñòü ôóíêöèè𝑚′ î÷åâèäíû. Èòàê, ñóùåñòâî-
âàíèå ïðîäîëæåíèÿ𝑚′ ìåðû𝑚 íà êîëüöî 𝑅(𝑆𝑚) äîêàçàíî. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà åãî åäèíñòâåííîñòè çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîäîëæåíèÿ 𝑚′′ ìåðû
𝑚 íà êîëüöî 𝑅(𝑆𝑚) âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

𝑚′′(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚′′(𝐴𝑘) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘) = 𝑚′(𝐴),

òî åñòü ìåðà 𝑚′′ ñîâïàäàåò ñ ìåðîé 𝑚′. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
1.4.3. Свойства мер. Ïóñòü 𝑚 � ìåðà, çàäàííàÿ íà ïîëóêîëüöå 𝑆𝑚;

𝐴,𝐴1, ..., 𝐴𝑛 � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà îáúåêòîâ èç 𝑆𝑚. Èñïîëüçóÿ ïðîäîëæåíèå
𝑚′ ìåðû 𝑚 íà êîëüöî 𝑅(𝑆𝑚), ïðîñòî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþ-
ùèõ ñâîéñòâ ìåðû 𝑚.
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Свойство 3 Если система 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 является дизъюнктной и

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 ≤ 𝐴,

то
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘) ≤ 𝑚(𝐴).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚′ è î÷åâèäíîãî
ñîîòíîøåíèÿ

𝐴 =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 +

(︃
𝐴−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
âåðíî ðàâåíñòâî

𝑚′(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘) +𝑚′

(︃
𝐴−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
.

Òàê êàê

𝑚′

(︃
𝐴−

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
≥ 0,

òî

𝑚′(𝐴) ≥
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 𝑚′(𝐴) = 𝑚(𝐴) è 𝑚′(𝐴𝑘) = 𝑚(𝐴𝑘).

Свойство 4 Если

𝐴 ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘,

то

𝑚(𝐴) ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñëåäñòâèþ 6 îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Áóëÿ
äëÿ ëþáûõ 𝐴1 è 𝐴2 èç 𝑆𝑚 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐴1 + 𝐴2 = 𝐴1 + 𝐴1𝐴2.
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Ïðè ýòîì 𝐴1(𝐴1𝐴2) = (𝐴1𝐴1)𝐴2 = 0, òî åñòü îáúåêòû 𝐴1 è 𝐴1𝐴2 ÿâëÿþòñÿ
äèçúþíêòíûìè. Â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚′ èìååì

𝑚′(𝐴1 + 𝐴2) = 𝑚′(𝐴1) +𝑚′(𝐴1𝐴2).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝐴2 + 𝐴1𝐴2 = 𝐴2, çíà÷èò, 𝐴1𝐴2 ≤ 𝐴2. Èç ñâîéñòâà 3
âûòåêàåò, ÷òî 𝑚′(𝐴1𝐴2) ≤ 𝑚′(𝐴2). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑚′(𝐴1 +𝐴2) ≤ 𝑚′(𝐴1) +
𝑚′(𝐴2). Îòñþäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì

𝑚′

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
≤

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘).

Íàêîíåö, èç íåðàâåíñòâà 𝐴 ≤
∑︀𝑛

𝑘=1 𝐴𝑘 ïî ñâîéñòâó 3 âûòåêàåò, ÷òî

𝑚′(𝐴) ≤ 𝑚′

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
≤

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘).

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâàìè 𝑚′(𝐴) = 𝑚(𝐴) è 𝑚′(𝐴𝑘) = 𝑚(𝐴𝑘).
Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

Свойство 5 Если область определения 𝑆𝑚 меры 𝑚 есть кольцо, то
для любых 𝐴 и 𝐵 из 𝑆𝑚 выполняется соотношение

𝑚(𝐴+𝐵) = 𝑚(𝐴) +𝑚(𝐵)−𝑚(𝐴𝐵).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñëåäñòâèÿ 6 îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Áóëÿ
âûòåêàåò, ÷òî

𝐴+𝐵 = 𝐴+ (𝐵 − 𝐴).

Ïðè ýòîì 𝐴(𝐵 − 𝐴) = (𝐴𝐴)𝐵 = 0, çíà÷èò,

𝑚(𝐴+𝐵) = 𝑚(𝐴) +𝑚(𝐵 − 𝐴).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (𝐵−𝐴)+𝐴𝐵 = 𝐴𝐵+𝐴𝐵 = 𝐵 è (𝐵−𝐴)𝐴𝐵 = 𝐵𝐴𝐴𝐵 =
0, çíà÷èò,

𝑚(𝐵 − 𝐴) +𝑚(𝐴𝐵) = 𝑚(𝐵).

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.
1.4.4. 𝜎-аддитивность. Ìåðà 𝑚 íàçûâàåòñÿ 𝜎-аддитивной, åñëè äëÿ

ëþáîé ñ÷åòíîé äèçúþíêòíîé ñèñòåìû {𝐴𝑘 : 𝑘 ∈ N} ýëåìåíòîâ èç åå îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ 𝑆𝑚, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

𝐴 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 ∈ 𝑆𝑚,
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èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

𝑚(𝐴) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘).

Предложение 10 Если мера 𝑚, определенная на некотором полу-
кольце 𝑆𝑚, 𝜎-аддитивна, то и мера 𝑚′, получающаяся ее продолжением
на кольцо 𝑅(𝑆𝑚), 𝜎-аддитивна.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü 𝐴,𝐴𝑘 ∈ 𝑅(𝑆𝑚), 𝑘 = 1, 2, ...,

𝐴 =
∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘,

ïðè÷åì ñèñòåìà {𝐴𝑘 : 𝑘 ∈ N} � äèçúþíêòíàÿ. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå 𝐵𝑗

è 𝐵𝑘,𝑗 èç 𝑆𝑚, ÷òî

𝐴 =
∑︁
𝑖

𝐵𝑖, 𝐴𝑘 =
∑︁
𝑗

𝐵𝑘,𝑗, 𝑘 = 1, 2, ...,

ïðè÷åì îáúåêòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êàæäîãî èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîïàðíî äèçú-
þíêòíû, à ñóììû ïî 𝑖 è 𝑗 êîíå÷íû. Ïóñòü 𝐶𝑖,𝑘,𝑗 = 𝐵𝑖𝐵𝑘,𝑗. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ñèñòåìà {𝐶𝑖,𝑘,𝑗} äèçúþíêòíà è èìåþò ìåñòî êîíå÷íûå ðàçëîæåíèÿ:

𝐵𝑖 = 𝐵𝑖𝐴 =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗

𝐵𝑖𝐵𝑘,𝑗 =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗

𝐶𝑖,𝑘,𝑗,

𝐵𝑘,𝑗 = 𝐵𝑘,𝑗𝐴 =
∑︁
𝑖

𝐵𝑘,𝑗𝐵𝑖 =
∑︁
𝑖

𝐶𝑖,𝑘,𝑗.

Ïîýòîìó â ñèëó 𝜎-àääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚 íà 𝑆𝑚 èìååì

𝑚(𝐵𝑖) =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗

𝑚(𝐶𝑖,𝑘,𝑗), 𝑚(𝐵𝑘,𝑗) =
∑︁
𝑖

𝑚(𝐶𝑖,𝑘,𝑗),

à â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ìåðû 𝑚′

𝑚′(𝐴) =
∑︁
𝑖

𝑚(𝐵𝑖), 𝑚′(𝐴𝑘) =
∑︁
𝑗

𝑚(𝐵𝑘,𝑗)
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

𝑚′(𝐴) =
∑︁
𝑖

𝑚(𝐵𝑖) =
∑︁
𝑖

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗

𝑚(𝐶𝑖,𝑘,𝑗) =

=
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗

∑︁
𝑖

𝑚(𝐶𝑖,𝑘,𝑗) =
∞∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑗

𝑚(𝐵𝑘,𝑗) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘).

Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.
Ñâîéñòâà 3 è 4 ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà ñ÷åòíûå ñóììû. Ïóñòü 𝑚 �

𝜎-àääèòèâíàÿ ìåðà íà ïîëóêîëüöå 𝑆𝑚, {𝐴,𝐴1, 𝐴2, ...} � ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà
îáúåêòîâ èç 𝑆𝑚.

Свойство 6 Если система {𝐴1, 𝐴2, ...} является дизъюнктной и

∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 ≤ 𝐴,

то ∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘) ≤ 𝑚(𝐴).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐴𝑘 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘 ≤ 𝐴

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 (óáåäèòåñü â ýòîì ñàìîñòîÿòåëüíî), òî ïî ñâîé-
ñòâó 3 ìåðû 𝑚 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘) ≤ 𝑚(𝐴).

Îñòàåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè 𝑛 → ∞.

Лемма 1 Если

𝐴 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘,

то для любого натурального 𝑛 выполняются неравенства

𝐴 ≤
∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî 𝑝 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

𝐴𝑝 ≤
𝑝∑︁

𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
,

êîòîðîå ïðè 𝑝 = 1 âûðîæäàåòñÿ â î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî 𝐴1 ≤ 𝐴1. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè 𝑝 = 1 äîêàçûâàåìîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 𝑞 ≤ 𝑝
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

𝐴𝑞 ≤
𝑝∑︁

𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 𝑞 ≤ 𝑝

𝐴𝑞 ≤
𝑝∑︁

𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
≤

𝑝+1∑︁
𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
,

à ïðè 𝑞 = 𝑝+ 1 èìååì

𝐴𝑝+1 ≤
𝑝∑︁

𝑛=1

𝐴𝑛 +

(︃
𝐴𝑝+1 −

𝑝∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
≤

≤
𝑝∑︁

𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
+

(︃
𝐴𝑝+1 −

𝑝∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
=

𝑝+1∑︁
𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
.

Свойство 7 Если

𝐴 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘,

то

𝑚(𝐴) ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê 𝑅(𝑆𝑚) � êîëüöî, òî îáúåêòû

𝐵1 := 𝐴1𝐴, 𝐵𝑘 := 𝐴𝑘𝐴−
𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑘𝐴, 𝑘 = 2, 3, ...

ïðèíàäëåæàò 𝑅(𝑆𝑚). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ 𝑘 < 𝑙 èìååì

𝐵𝑘𝐵𝑙 =

(︃
𝐴𝑘𝐴−

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝐴

)︃(︃
𝐴𝑙𝐴−

𝑙−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝐴

)︃
=

= 𝐴

(︃
𝐴𝑘

𝑘−1∏︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃(︃
𝐴𝑙

𝑙−1∏︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= 𝐴(𝐴𝑘𝐴𝑘)𝐴𝑙

𝑙−1∏︁
𝑛=1

𝐴𝑛 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà {𝐵1, 𝐵𝑘 : 𝑘 = 2, 3, ...} ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíîé. Ïðè
ýòîì ïî äîêàçàííîé ëåììå

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 = 𝐴

∞∑︁
𝑘=1

(︃
𝐴𝑘 −

𝑘−1∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛

)︃
= 𝐴.

Çíà÷èò,

𝑚(𝐴) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐵𝑘) ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐴𝑘).

Ñâîéñòâî äîêàçàíî.

2 Меры в R𝑛

2.1 Мера элементарных множеств

2.1.1. Промежутки. Промежутками â R áóäåì íàçûâàòü: ïóñòîå
ìíîæåñòâî, îäíîòî÷å÷íûå ìíîæåñòâà, èíòåðâàëû, ïîëóèíòåðâàëû è îòðåç-
êè. Промежутками â R𝑛, 𝑛 > 1 � âñåâîçìîæíûå äåêàðòîâû ïðîèçâåäåíèÿ
âèäà 𝑖1 × ... × 𝑖𝑛, ãäå 𝑖1, ..., 𝑖𝑛 � ïðîìåæóòêè â R. Ïðè ýòîì, åñëè õîòÿ áû
îäèí èç ïðîìåæóòêîâ 𝑖1, ..., 𝑖𝑛 ñîâïàäàåò ñ ∅, òî ïî îïðåäåëåíèþ 𝐼 = ∅.

Äëÿ êàæäîãî 𝑁 ∈ N îáîçíà÷èì: 𝑒𝑁 � ïðîìåæóòîê {𝑥 : |𝑥| ≤ 𝑁} â R;
𝐸𝑁 � ïðîìåæóòîê 𝑒𝑁 × ...× 𝑒𝑁 â R𝑛; 𝛽(𝐸𝑁) � àëãåáðà Áóëÿ âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ ïðîìåæóòêà 𝐸𝑁 ; 𝑆𝑁 � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïðîìåæóòêîâ, ëåæàùèõ â
𝛽(𝐸𝑁).
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Предложение 11 Совокупность 𝑆𝑁 образует полукольцо в алгебре
Буля 𝛽(𝐸𝑁).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü 𝐼 := 𝑖1 × ... × 𝑖𝑛 è
𝐼 ′ := 𝑖′1 × ...× 𝑖′𝑛 � äâà ïðîìåæóòêà èç 𝑆𝑁 . Òîãäà

𝐼 ∩ 𝐼 ′ = (𝑖1 ∩ 𝑖′1)× ...× (𝑖𝑛 ∩ 𝑖′𝑛)

� ïðîìåæóòîê èç 𝑆𝑁 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü 𝑆𝑁 çàìêíóòà îòíîñè-
òåëüíî îáðàçîâàíèÿ ïåðåñå÷åíèé. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 𝐼 ⊆ 𝐼 ′ è 𝐼 ̸= ∅.
Òîãäà ïðîìåæóòîê 𝐼 ′𝑘 ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå òðåõ ïðî-
ìåæóòêîâ: 𝑖′𝑘,0, 𝑖

′
𝑘,1 = 𝑖𝑘, 𝑖

′
𝑘,2 (îäèí èëè äâà èç êîòîðûõ, ìîãóò îêàçàòüñÿ

ïóñòûìè). Òàêèì îáðàçîì, ïðîìåæóòîê 𝐼 ′ ðàñïàäàåòñÿ â äèçúþíêòíîå îáú-
åäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ

𝐼 ′𝑠,...,𝑡 := 𝑖′1,𝑠 × ...× 𝑖′𝑛,𝑡, 𝑠, ..., 𝑡 ∈ {0, 1, 2},

ñðåäè êîòîðûõ ëèøü îäèí ñîâïàäàåò ñ 𝐼.
2.1.2 Мера на 𝜎𝑁 . Äëÿ êàæäîãî èç ïðîìåæóòêîâ 𝐼 ∈ 𝑆𝑁 åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ åãî мера 𝑚(𝐼) (длина, åñëè 𝑛 = 1; площадь, åñëè
𝑛 = 2; объем, åñëè 𝑛 = 3):

a) åñëè 𝐼 = ∅, òî 𝑚(𝐼) = 0;
b) åñëè 𝐼 := 𝑖1 × ...× 𝑖𝑛 è 𝑖𝑘 = ⟨𝑎𝑘, 𝑏𝑘⟩, òî

𝑚(𝐼) = (𝑏1 − 𝑎1)× ...× (𝑏𝑛 − 𝑎𝑛).

Ïðè ýòîì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ 𝑚(𝐼) îïðåäåëåíà íà ïîëóêîëüöå 𝑆𝑁 è ïðèíèìàåò äåéñòâè-

òåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ;
2) ôóíêöèÿ 𝑚(𝐼) àääèòèâíà, òî åñòü, åñëè

𝐼 =
𝑁∐︁
𝑘=1

𝐼𝑘

(çíàê
∐︀

îçíà÷àåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå, òî åñòü îáúåäèíåíèå ïîïàðíî
íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ), òî

𝑚(𝐼) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘).
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Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà, ÿâëÿåòñÿ ìå-
ðîé â áóëåâîé àëãåáðå 𝛽(𝐸𝑁) è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ èç ðàç-
äåëà 1.4. Â ÷àñòíîñòè, ìåðà 𝑚(𝐼) äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå ïðîäîëæåíèå 𝑚′

íà ìèíèìàëüíîå êîëüöî 𝑅(𝑆𝑛), ñîäåðæàùåå 𝑆𝑁 .
2.1.3. Свойства 𝑚(𝐼). Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìåðû 𝑚(𝐼).

Свойство 8 Если 𝐼 — промежуток из 𝑆𝑁 и {𝐼𝑘} — конечная или
счетная совокупность промежутков из 𝑆𝑁 такая, что

𝐼 ⊆
⋃︁
𝑘

𝐼𝑘,

то
𝑚(𝐼) ≤

∑︁
𝑘

𝑚(𝐼𝑘).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 è äàííîãî 𝐼, î÷åâèäíî, ìîæíî
íàéòè çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê 𝐼 ′, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â 𝐼 è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ

𝑚(𝐼 ′) ≥ 𝑚(𝐼)− 𝜀

2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ êàæäîãî 𝐼𝑘 ìîæíî íàéòè îòêðûòûé ïðîìåæóòîê 𝐼 ′𝑘,
ñîäåðæàùèé 𝐼𝑘 è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

𝑚(𝐼 ′𝑘) ≤ 𝑚(𝐼𝑘) +
𝜀

2𝑘+1
.

ßñíî, ÷òî
𝐼 ′ ⊆

⋃︁
𝑘

𝐼 ′𝑘.

Èç ñîâîêóïíîñòè {𝐼 ′𝑘} ìîæíî (ïî ëåììå Ãåéíå-Áîðåëÿ) âûáðàòü êîíå÷íóþ
ïîäñîâîêóïíîñòü 𝐼 ′𝑘1, ..., 𝐼

′
𝑘𝑠
, ïîêðûâàþùóþ 𝐼 ′. Ïðè ýòîì ïî ñâîéñòâó 4 èç

ðàçäåëà 1.4 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

𝑚(𝐼 ′) ≤
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑚(𝐼 ′𝑘𝑗).

Ïîýòîìó

𝑚(𝐼) ≤ 𝑚(𝐼 ′) +
𝜀

2
≤

𝑠∑︁
𝑗=1

𝑚(𝐼 ′𝑘𝑗) +
𝜀

2
≤
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≤
𝑠∑︁

𝑗=1

𝑚(𝐼𝑘𝑗) +
𝑠∑︁

𝑗=1

𝜀

2𝑘+1
+

𝜀

2
≤
∑︁
𝑘

𝑚(𝐼𝑘) + 𝜀.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà 𝜀 > 0 äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî.

Ìåðà 𝑚(𝐼) îêàçûâàåòñÿ 𝜎-àääèòèâíîé, òî÷íåå

Свойство 9 Если 𝐼 — промежуток из 𝑆𝑁 и {𝐼𝑘} — конечная или
счетная совокупность промежутков из 𝑆𝑁 такая, что

𝐼 =
∐︁
𝑘

𝐼𝑘

то
𝑚(𝐼) =

∑︁
𝑘

𝑚(𝐼𝑘).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó àääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚(𝐼) ïðè ëþáîì
íàòóðàëüíîì 𝑁 èìååì

𝑚(𝐼) ≥ 𝑚

(︃
𝑁∐︁
𝑘=1

𝐼𝑘

)︃
=

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 𝑁 → ∞, ïîëó÷àåì

𝑚(𝐼) ≥
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘) =
∑︁
𝑘

𝑚(𝐼𝑘).

Â ñèëó ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà èìååò ìåñòî è ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.
Òàêèì îáðàçîì, 𝜎-àääèòèâíîñòü ìåðû 𝑚(𝐼) äîêàçàíà.

2.1.4. Элементарные множества. Ýëåìåíò èç 𝛽(𝐸𝑁) áóäåì íàçû-
âàòü элементарным, åñëè îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ õîòÿ áû îäíèì ñïîñîáîì êàê
äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1.8 âûòåêàåò, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ â 𝛽(𝐸𝑁) îáðàçóåò êîëüöî è ñîâ-
ïàäàåò ñ 𝑅(𝑆𝑁). Áîëåå òîãî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1.9, ïðîäîëæåíèå𝑚′ ìåðû
𝑚(𝐼) íà êîëüöî ýëåìåíòàðíûõ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè 𝐴 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝐼𝑘, òî 𝑚′(𝐴) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘).

Ïî ñâîéñòâó 9 ìåðû𝑚 è ïðåäëîæåíèþ 1.10 ìåðà𝑚′ ÿâëÿåòñÿ 𝜎-àääèòèâíîé.
Áîëåå òîãî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
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Свойство 10 Если система элементарных множеств {𝐴1, 𝐴2, ...} яв-
ляется дизъюнктной и ∞∐︁

𝑘=1

𝐴𝑘 ⊆ 𝐴

то ∞∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘) ≤ 𝑚′(𝐴).

Свойство 11 Если

𝐴 ⊆
∞⋃︁
𝑘=1

𝐴𝑘

то

𝑚′(𝐴) ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐴𝑘).

Ýòè ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ñëåäñòâèÿìè ñâîéñòâ 𝜎-àääèòèâíûõ
ìåð, ðàññìîòðåííûõ íàìè â ðàçäåëå 1.4.

2.2 Продолжение меры по Жордану

2.2.1. Внешняя и внутренняя меры Жордана. Внешней ìåðîé
Æîðäàíà ìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

𝑔*(𝐴) := inf𝑚′(𝐵),

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâàì 𝐵,
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 .

Åñëè 𝐴 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, òî

𝑔*(𝐴) = 𝑚′(𝐴).

Äåéñòâèòåëüíî, 𝐴 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 , ñëåäîâàòåëüíî, 𝑔*(𝐴) ≤ 𝑚′(𝐴). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, åñëè 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 è 𝐵 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, òî ïî ñâîéñòâó
10 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 𝑚′(𝐴) ≤ 𝑚′(𝐵). Çíà÷èò, 𝑔*(𝐴) ≥ 𝑚′(𝐴), òî
åñòü âûïîëíÿåòñÿ è ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.

Внутренней ìåðîé Æîðäàíà ìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 íàçûâàåòñÿ äåéñòâè-
òåëüíîå ÷èñëî

𝑔*(𝐴) := 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = (2𝑁)𝑛 − 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴).
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Åñëè 𝐴 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, òî

𝑔*(𝐴) = 𝑚′(𝐴).

Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê 𝑅(𝑆𝑁) � êîëüöî, òî 𝐸𝑁 ∖𝐴 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæå-
ñòâî, çíà÷èò, 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴) = 𝑚′(𝐸𝑁 ∖𝐴), Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝐸𝑁 = 𝐴∪(𝐸𝑁 ∖𝐴).
Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè 𝑚(𝐸𝑁) = 𝑚′(𝐴) + 𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐴). Îòêóäà âûòå-
êàåò, ÷òî 𝑚(𝐸𝑁) − 𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁) − 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑔*(𝐴), òî åñòü
𝑔*(𝐴) = 𝑚′(𝐴).

Âíóòðåííþþ ìåðó Æîðäàíà ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑔*(𝐴) = sup𝑚′(𝐶),

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâàì 𝐶,
óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ 𝐶 ⊆ 𝐴. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî
îïðåäåëåíèþ âíåøíåé ìåðû Æîðäàíà 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ⊆ 𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐶), çíà÷èò,

𝑔*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≥ 𝑚(𝐸𝑁)−𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐶) = 𝑚′(𝐶)

è 𝑔*(𝐴) ≥ sup𝑚′(𝐶). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé âåðõíåé
ãðàíè äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî 𝐵 ⊇ 𝐸𝑁 ∖ 𝐴
òàêîå, ÷òî 𝑚′(𝐵) ≤ 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) + 𝜀, ñëåäîâàòåëüíî,

𝑔*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≤

≤ 𝑚(𝐸𝑁)−𝑚′(𝐵)− 𝜀 = 𝑚′(𝐸𝑁 ∖𝐵)− 𝜀.

Ïðè ýòîì 𝐶 := 𝐸𝑁 ∖ 𝐵 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â 𝐴.
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑔*(𝐴) ≤ sup𝑚′(𝐶) − 𝜀. Èç ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà 𝜀 > 0
âûòåêàåò, ÷òî 𝑔*(𝐴) ≤ sup𝑚′(𝐶). Òàêèì îáðàçîì, 𝑔*(𝐴) = sup𝑚′(𝐶).

2.2.2. Свойства внешней и внутренней мер Жордана. Ïðåæäå
âñåãî, îòìåòèì, ÷òî ëþáîé ïðîìåæóòîê ñîäåðæèò ∅ â êà÷åñòâå ñâîåãî ïîä-
ìíîæåñòâà, ñëåäîâàòåëüíî,

𝑔*(∅) = 𝑔*(∅) = 0.

Предложение 12 Если

𝐴 ⊆
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐴𝑘,

где 𝐴,𝐴𝑘 ⊆ 𝐸𝑁 , то

𝑔*(𝐴) ≤
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝑔*(𝐴𝑘).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî 𝑘 íàéäåòñÿ ýëåìåíòàðíîå
ìíîæåñòâî 𝐵𝑘 ⊇ 𝐴𝑘 òàêîå, ÷òî 𝑚′(𝐵𝑘) ≤ 𝑔*(𝐴𝑘) +

𝜀
2𝑘
. Ïðè ýòîì

𝐴 ⊆ 𝐵 :=
𝑛⋃︁

𝑘=1

𝐵𝑘

è 𝐵 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî. Çíà÷èò,

𝑔*(𝐴) ≤ 𝑚′(𝐵) ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚′(𝐵𝑘) ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑔*(𝐴𝑘) + 𝜀.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè 𝜀 > 0 âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Предложение 13 Если 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ 𝐸𝑁 , то

𝑔*(𝐴1) ≤ 𝑔*(𝐴2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ 𝐸𝑁 , òî 𝐸𝑁 ∖𝐴2 âêëþ÷àåòñÿ â
𝐸𝑁 ∖𝐴1. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴2) ≤ 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴1) è −𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴1) ≤
−𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴2). Çíà÷èò, 𝑚(𝐸𝑁) − 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴1) ≤ 𝑚(𝐸𝑁) − 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴2) è
𝑔*(𝐴1) ≤ 𝑔*(𝐴2).

Предложение 14 Для всякого множества 𝐴 ∈ 𝛽(𝐸𝑁)

0 ≤ 𝑔*(𝐴) ≤ 𝑔*(𝐴) ≤ (2𝑁)𝑛.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç âêëþ÷åíèé ∅ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 âûòåêàåò,
÷òî 0 = 𝑔*(∅) ≤ 𝑔*(𝐴) è 𝑔*(𝐴) ≤ 𝑔*(𝐸𝑁) = 𝑚(𝐸𝑁) = (2𝑁)𝑛. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, 𝐸𝑁 = 𝐴∪(𝐸𝑁 ∖𝐴), çíà÷èò,𝑚(𝐸𝑁) = 𝑔*(𝐸𝑁) ≤ 𝑔*(𝐴)+𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴).
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑔*(𝐴) ≤ 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑔*(𝐴).

2.2.3. Множества, измеримые по Жордану. Ìíîæåñòâî 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁

íàçûâàåòñÿ измеримым ïî Æîðäàíó, åñëè 𝑔*(𝐴) = 𝑔*(𝐴).
Åñëè ìíîæåñòâî 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 èçìåðèìî ïî Æîðäàíó, òî åãî äîïîëíåíèå

𝐸𝑁 ∖ 𝐴 èçìåðèìî ïî Æîðäàíó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝐴 èçìåðèìî, òî

𝑔*(𝐴) = 𝑔*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴).

C äðóãîé ñòîðîíû, 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁) − 𝑔*(𝐴). Çíà÷èò, 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) =
𝑚(𝐸𝑁)−𝑚(𝐸𝑁) + 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴), òî åñòü 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴) = 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴) è ïðè ýòîì
𝑔*(𝐴) + 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁).
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Предложение 15 (êðèòåðèé èçìåðèìîñòè). Для того чтобы множе-
ство 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 было измеримым по Жордану, необходимо и достаточно,
чтобы его граница 𝜕𝐴 удовлетворяла условию

𝑔*(𝜕𝐴) = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Необходимость. Ïóñòü 𝐴 � èçìåðèìî
ïî Æîðäàíó. Òîãäà 𝐸𝑁 ∖ 𝐴 � èçìåðèìî ïî Æîðäàíó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäóòñÿ ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà 𝐵 ⊇ 𝐴 è 𝐶 ⊇ 𝐸𝑁 ∖ 𝐴
òàêèå, ÷òî

𝑚′(𝐵) ≤ 𝑔*(𝐴) +
𝜀

2
, 𝑚′(𝐶) ≤ 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) + 𝜀

2
è

𝑚′(𝐵) +𝑚′(𝐶) ≤ 𝑚′(𝐸𝑁) + 𝜀.

C äðóãîé ñòîðîíû, 𝜕𝐴 ⊆ 𝐵 ∩ 𝐶 è 𝑔*(𝜕𝐴) ≤ 𝑚′(𝐵 ∩ 𝐶). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
𝑚(𝐸𝑁) = 𝑚′(𝐵)+𝑚′(𝐶)−𝑚′(𝐵 ∩𝐶), ïîëó÷àåì 𝑔*(𝜕𝐴) ≤ 𝑚′(𝐵)+𝑚′(𝐶)−
𝑚(𝐸𝑁) ≤ 𝜀. Òàê êàê 𝜀 > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî 𝑔*(𝜕𝐴) = 0.

Достаточность. Äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî
𝐵 ⊇ 𝜕𝐴 òàêîå, ÷òî 𝑚′(𝐵) ≤ 𝜀. Ïóñòü 𝐴1 = 𝐴 ∖ 𝐵. Ïðîñòî óáåäèòüñÿ,
÷òî 𝐴1 ⊆ int𝐴. Ïî ëåììå Ãåéíå-Áîðåëÿ íàéäåòñÿ ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî
𝐵1 òàêîå, ÷òî 𝐴1 ⊆ 𝐴1 ⊆ 𝐵1 ⊆ 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé
ðàçíîñòè 𝐴Δ𝐵1 èìååì 𝐴Δ𝐵1 ⊆ 𝐴∖𝐵1 ⊆ 𝐴∖𝐴1 ⊆ 𝐵. Çíà÷èò, 𝑔*(𝐴Δ𝐵1) ≤ 𝜀.
C äðóãîé ñòîðîíû,

𝐴 ⊆ 𝐵1 ∪ (𝐴Δ𝐵1), 𝐸𝑁 ∖ 𝐴 ⊆ (𝐸𝑁 ∖𝐵1) ∪ (𝐴Δ𝐵1).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

𝑔*(𝐴) ≤ 𝑔*(𝐵1) + 𝜀, 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≤ 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐵1) + 𝜀.

È, íàêîíåö,

𝑔*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≥ 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐵1)− 𝜀 =

= 𝑔*(𝐵1)− 𝜀 = 𝑔*(𝐵1) + 𝜀− 2𝜀 ≥ 𝑔*(𝐴)− 2𝜀.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè 𝜀 > 0 âûòåêàåò, ÷òî 𝑔*(𝐴) ≥ 𝑔*(𝐴). Îáðàòíîå íåðàâåí-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âíåøíåé è âíóòðåííåé ìåð.

Замечание 1 Òàê êàê 0 ≤ 𝑔*(𝜕𝐴) ≤ 𝑔*(𝜕𝐴), òî óñëîâèå 𝑔*(𝜕𝐴) = 0
îçíà÷àåò, ÷òî 𝑔*(𝜕𝐴) = 𝑔*(𝜕𝐴) = 0, òî åñòü ìíîæåñòâî 𝜕𝐴 � èçìåðèìî ïî
Æîðäàíó è èìååò ìåðó íóëü.
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2.2.4. Мера Жордана. Ïóñòü 𝐴,𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 � èçìåðèìû ïî Æîðäàíó.
Çíà÷èò, 𝐸𝑁 ∖𝐴,𝐸𝑁 ∖𝐵 � èçìåðèìû ïî Æîðäàíó. Áîëåå òîãî, 𝜕(𝐴 ∪𝐵) ⊆
𝜕𝐴 ∪ 𝜕𝐵, ñëåäîâàòåëüíî, 0 ≤ 𝑔*(𝜕(𝐴 ∪𝐵)) ≤ 𝑔*(𝜕𝐴) + 𝑔*(𝜕𝐵) = 0. Òî åñòü
ìíîæåñòâî 𝐴∪𝐵 � èçìåðèìî ïî Æîðäàíó. B ñâîþ î÷åðåäü, èç îïðåäåëåíèÿ
áóëåâûõ îïåðàöèé 𝐴 ∖𝐵, 𝐴Δ𝐵 âûòåêàåò, ÷òî

𝐴 ∩𝐵 = 𝐸𝑁 ∖ [(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ∪ (𝐸𝑁 ∖𝐵)],

𝐴 ∖𝐵 = 𝐴 ∩ (𝐸𝑁 ∖𝐵), 𝐴Δ𝐵 = (𝐴 ∪𝐵) ∖ (𝐴 ∩𝐵).

Çíà÷èò, 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴 ∖ 𝐵 è 𝐴Δ𝐵 èçìåðèìû ïî Æîðäàíó. Òåì ñàìûì, ìû äî-
êàçàëè ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Предложение 16 Совокупность 𝐺(𝐸𝑁) ⊆ 𝛽(𝐸𝑁) измеримых по
Жордану множеств образует кольцо.

Ñóæåíèå ôóíêöèè 𝑔*(𝐴) íà êîëüöî 𝐺(𝐸𝑁) íàçûâàåòñÿ мерой Жордана
è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 𝜇𝐺(𝐴). Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜇𝐺(𝐴) ÿâëÿåòñÿ
àääèòèâíîé.

Предложение 17 Если 𝐴1, ..., 𝐴𝑛 ⊆ 𝐸𝑁 — измеримы по Жордану и
попарно не пересекаются, то для справедливо равенство

𝜇𝐺(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ
𝐴1 è 𝐴2, 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅. Äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíòàðíûå
ìíîæåñòâà 𝐵1 è 𝐵2, òàê ÷òîáû

𝑔*(𝐴1Δ𝐵1) < 𝜀, 𝑔*(𝐴2Δ𝐵2) < 𝜀.

Ïîëîæèì 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2, 𝐵 = 𝐵1 ∪𝐵2. Òîãäà

𝐵1 ⊆ 𝐴1 ∪ (𝐴1Δ𝐵1), 𝐵2 ⊆ 𝐴2 ∪ (𝐴2Δ𝐵2), 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ (𝐴Δ𝐵),

𝐵1 ∩𝐵2 ⊆ (𝐴1Δ𝐵1) ∪ (𝐴2Δ𝐵2), 𝐴Δ𝐵 ⊆ (𝐴1Δ𝐵1) ∩ (𝐴2Δ𝐵2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑚′(𝐵1) ≤ 𝑔*(𝐴1) + 𝑔*(𝐴1Δ𝐵1) ≤ 𝑔*(𝐴1) + 𝜀,
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𝑚′(𝐵2) ≤ 𝑔*(𝐴2) + 𝑔*(𝐴2Δ𝐵2) ≤ 𝑔*(𝐴2) + 𝜀,

𝑚′(𝐵1 ∩𝐵2) ≤ 𝑔*(𝐴1Δ𝐵1) + 𝑔*(𝐴2Δ𝐵2) ≤ 2𝜀,

𝑔*(𝐴Δ𝐵) ≤ 𝑔*(𝐴1Δ𝐵1) + 𝑔*(𝐴2Δ𝐵2) ≤ 2𝜀,

𝑔*(𝐵) ≤ 𝑔*(𝐴) + 𝑔*(𝐴Δ𝐵) ≤ 𝑔*(𝐴) + 2𝜀,

òî åñòü 𝑔*(𝐴) ≤ 𝑚′(𝐵)− 2𝜀. Äàëåå,

𝑔*(𝐴) ≥ 𝑔*(𝐵)− 2𝜀 = 𝑚′(𝐵)− 2𝜀 =

= 𝑚′(𝐵1) +𝑚′(𝐵2)−𝑚′(𝐵1 ∩𝐵2)− 2𝜀 ≥ 𝑔*(𝐴1) + 𝑔*(𝐴2)− 6𝜀.

Òàê êàê 𝜀 > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, òî

𝑔*(𝐴) ≥ 𝑔*(𝐴1) + 𝑔*(𝐴2).

Îáðàòíîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âíåøíåé ìåðû.
2.2.5. Счетная аддитивность меры Жордана. Ñâîéñòâî àääèòèâ-

íîñòè ìåðû Æîðäàíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà èçìåðèìûå ïî Æîðäàíó ñ÷åò-
íûå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèÿ, òî÷íåå, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæå-
íèå.

Предложение 18 Если

𝐴 =
∞∐︁
𝑘=1

𝐴𝑘

и 𝐴,𝐴𝑘 — измеримы по Жордану, то

𝜇𝐺(𝐴) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 𝑛 èìååì

𝜇𝐺

(︃
𝑛∐︁

𝑘=1

𝐴𝑘

)︃
=

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘) ≤ 𝜇𝐺(𝐴).

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè 𝑛 → ∞. Ïîëó÷àåì

∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘) ≤ 𝜇𝐺(𝐴).
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C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäóòñÿ ýëåìåíòàðíûå 𝐵 ⊆ 𝐴, 𝐵𝑘 ⊆
𝐴𝑘, òàêèå ÷òî:

𝜇𝐺(𝐴Δ𝐵) = 𝜇𝐺(𝐴)−𝑚′(𝐵) ≤ 𝜀,

𝑚′(𝐵𝑘) ≤ 𝜇𝐺(𝐴𝑘) +
𝜀

2𝑘
.

Òàê êàê

𝐵 ⊆
∞⋃︁
𝑘=1

𝐵𝑘,

òî â ñèëó ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚′

𝑚′(𝐵) ≤
𝑠𝐼∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐵𝑘).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝜇𝐺(𝐴) ≤ 𝑚′(𝐵) + 𝜀 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝑚′(𝐵𝑘) + 𝜀 ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘) + 2𝜀.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè â âûáîðå 𝜀 > 0 âûòåêàåò, ÷òî

𝜇𝐺(𝐴) ≤
∞∑︁
𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘).

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âìåñòå ñ îáðàòíûì íåðàâåíñòâîì äàåò ðàâåíñòâî.
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

2.2.6. Непрерывность меры Жордана. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè
ìåðû Æîðäàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îñíîâó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìåð ðàçëè÷-
íûõ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ýòîì ñâîéñòâå, øèðîêî
èñïîëüçóåòñÿ äàæå â êóðñå ãåîìåòðèè ñðåäíåé øêîëû.

Предложение 19 (íåïðåðûâíîñòü). Если 𝐸𝑁 ⊇ 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ ... — по-
следовательность вложенных друг в друга измеримых по Жордану мно-
жеств и

𝐴 =
∞⋂︁
𝑘=1

𝐴𝑘

— измеримо по Жордану, то

𝜇𝐺(𝐴) = lim
𝑘→∞

𝜇𝐺(𝐴𝑘) = inf
𝑘
𝜇𝐺(𝐴𝑘).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñíà÷àëà 𝐴 = ∅. Òîãäà

𝐴1 =
∞∐︁
𝑘=1

(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑘+1), 𝐴𝑘 =
∞∐︁
𝑛=𝑘

(𝐴𝑛 ∖ 𝐴𝑛+1).

B ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû Æîðäàíà èìååì

𝜇𝐺(𝐴1) =
𝑠𝐼∑︁
𝑘=1

𝜇𝐺(𝐴𝑘 ∖ 𝐴𝑘+1), 𝜇𝐺(𝐴𝑘) =
∞∑︁
𝑛=𝑘

𝜇𝐺(𝐴𝑛 ∖ 𝐴𝑛+1),

ãäå âòîðîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì ïåðâîãî. Òàê êàê ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ,
òî 𝜇𝐺(𝐴𝑘) → 0, òî åñòü

lim
𝑘→∞

𝜇𝐺(𝐴𝑘) = inf
𝑘
𝜇𝐺(𝐴𝑘) = 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Ïóñòü òåïåðü 𝐴 ̸= ∅. Çàìåíèì ìíîæåñòâà 𝐴𝑘

ìíîæåñòâàìè 𝐴𝑘 ∖ 𝐴 = 𝐵𝑘. Òîãäà 𝐵1 ⊇ 𝐵2 ⊇ ... è

∞⋂︁
𝑘=1

𝐵𝑘 = ∅.

Ïî ïðåäûäóùåìó ðàññóæäåíèþ èìååì

lim
𝑘→∞

𝜇𝐺(𝐵𝑘) = 0.

C äðóãîé ñòîðîíû, 𝜇𝐺(𝐴𝑘) = 𝜇𝐺(𝐵𝑘) + 𝜇𝐺(𝐴), çíà÷èò,

lim
𝑘→∞

𝜇𝐺(𝐴𝑘) = 𝜇𝐺(𝐴).

Следствие 7 Если 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ ... ⊆ 𝐸𝑁 , 𝐴𝑘 и

𝐴 =
∞⋃︁
𝑘=1

— измеримы по Жордану, то

𝜇𝐺(𝐴) = lim
𝑘→∞

𝜇𝐺(𝐴𝑘) = sup
𝑘

𝜇𝐺(𝐴𝑘).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

𝜇𝐺(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝜇𝐺(𝐸𝑁 ∖ 𝐴),

𝜇𝐺(𝐴𝑘) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝜇𝐺(𝐸𝑁 ∖ 𝐴𝑘)

è âêëþ÷åíèé
𝐸𝑁 ⊇ 𝐸𝑁 ∖ 𝐴1 ⊇ 𝐸𝑁 ∖ 𝐴2 ⊇ ... .

Упражнение 13 Пусть 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 — измеримо по Жордану, int𝐴 —
внутренность 𝐴, 𝐴 — его замыкание. Докажите, что множества int𝐴
и 𝐴 измеримы по Жордану и

𝜇𝐺(𝐴) = 𝜇𝐺(int𝐴) = 𝜇𝐺(𝐴).

2.3 Продолжение меры по Лебегу

2.3.1. Внешняя и внутренняя меры Лебега. Внешней ìåðîé Ëå-
áåãà ìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî

𝑙*(𝐴) = inf
∑︁
𝑘

𝑚(𝐼𝑘),

ãäå òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì ïîêðûòèÿì ìíîæåñòâà 𝐴 êîíå÷-
íûì èëè ñ÷åòíûì ñîâîêóïíîñòÿì {𝐼𝑘} ïðîìåæóòêîâ.

Åñëè 𝐴 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, òî 𝑙*(𝐴) = 𝑚′(𝐴). Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè

𝐴 =
𝑛∐︁

𝑘=1

𝐼𝑘,

òî

𝑚′(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘)

è 𝑙*(𝐴) ≤ 𝑚′(𝐴). C äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî ïîêðûòèÿ {𝐼𝑘} ìíîæåñòâà
𝐴 ïðîìåæóòêàìè, â ñèëó ñ÷åòíîé ïîëóàääèòèâíîñòè ìåðû 𝑚′, âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

𝑚′(𝐴) ≤
∑︁
𝑘

𝑚(𝐼𝑘).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑙*(𝐴) ≥ 𝑚′(𝐴).
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Внутренней ìåðîé Ëåáåãà ìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëü-
íîå ÷èñëî

𝑙*(𝐴) = 𝑚′(𝐸𝑁)− 𝐼*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = (2𝑁)𝑛 − 𝐼*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴).

Åñëè 𝐴 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, òî 𝑙*(𝐴) = 𝑚′(𝐴). Äåéñòâèòåëüíî,
òàê êàê 𝑅(𝑆𝑁) � êîëüöî, òî 𝐸𝑁 ∖ 𝐴 � ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî, çíà÷èò,
𝐼*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐴). C äðóãîé ñòîðîíû, 𝐸𝑁 = 𝐴 ∪ (𝐸𝑁 ∖ 𝐴). Â ñèëó
àääèòèâíîñòè 𝑚(𝐸𝑁) = 𝑚′(𝐴) +𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐴). Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

𝑚(𝐸𝑁)−𝑚′(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑙*(𝐴),

òî åñòü 𝑙*(𝐴) = 𝑚′(𝐴).
2.3.2. Свойства внешней и внутренней мер Лебега. Ïðåæäå âñåãî

îòìåòèì, ÷òî ëþáîé ïðîìåæóòîê ñîäåðæèò ∅ â êà÷åñòâå ñâîåãî ïîäìíîæå-
ñòâà, ñëåäîâàòåëüíî,

𝑙*(∅) = 𝑙*(∅) = 0.

Предложение 20 (ñ÷åòíàÿ ïîëóàääèòèâíîñòü). Если

𝐴 ⊆
⋃︁
𝑘

𝐴𝑘,

где 𝐴,𝐴𝑘 ⊆ 𝐸𝑁 , 𝑘 = 1, 2, ..., то

𝑙*(𝐴) ≤
∑︁
𝑘

𝑙*(𝐴𝑘).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êàæäîãî 𝑘 íàéäåòñÿ ñèñòåìà {𝐼𝑘,𝑖}
ïðîìåæóòêîâ, ïîêðûâàþùàÿ 𝐴𝑘, òàêàÿ, ÷òî∑︁

𝑖

𝑚(𝐼𝑘,𝑖) < 𝑙*(𝐴𝑘) +
𝜀

2𝑘
.

Òîãäà
𝐴 ⊆

⋃︁
𝑘

⋃︁
𝑖

𝐼𝑘,𝑖

è
𝑙*(𝐴) ≤

∑︁
𝑘

∑︁
𝑖

𝑚(𝐼𝑘,𝑖) ≤

≤
∑︁
𝑘

(︁
𝑙*(𝐴𝑘) +

𝜀

2𝑘

)︁
≤
∑︁
𝑘

𝑙*(𝐴𝑘) + 𝜀.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè 𝜀 > 0 âûòåêàåò äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.
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Предложение 21 Если 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ 𝐸𝑁 , то

𝑙*(𝐴1) ≤ 𝑙*(𝐴2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ 𝐸𝑁 , òî 𝐸𝑁 ∖ 𝐴2 âêëþ÷àåòñÿ
â 𝐸𝑁 ∖ 𝐴1. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

−𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴1) ≤ −𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴2).

Çíà÷èò,
𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴1) ≤ 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴2)

è 𝑙*(𝐴1) ≤ 𝑙*(𝐴2).

Предложение 22 Для всякого множества 𝐴 ∈ 𝛽(𝐸𝑁)

0 ≤ 𝑙*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐴) ≤ (2𝑁)𝑛.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç âêëþ÷åíèé ∅ ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 âûòåêàåò, ÷òî
0 = 𝑙*(∅) ≤ 𝑙*(𝐴) è 𝑙*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐸𝑁) = 𝑚(𝐸𝑁) = (2𝑁)𝑛. C äðóãîé ñòîðîíû,
𝐸𝑁 = 𝐴 ∪ (𝐸𝑁 ∖ 𝐴), çíà÷èò,

𝑚(𝐸𝑁) = 𝑙*(𝐸𝑁) ≤ 𝑙*(𝐴) + 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑙*(𝐴) ≥ 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑙*(𝐴).

2.3.3. Множества измеримые по Лебегу. Ìíîæåñòâî 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 íà-
çûâàåòñÿ измеримым ïî Ëåáåãó, åñëè

𝑙*(𝐴) = 𝑙*(𝐴).

Åñëè ìíîæåñòâî 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, òî åãî äîïîëíåíèå 𝐸𝑁 ∖𝐴
èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝐴 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó, òî 𝑙*(𝐴) =
𝑙*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖𝐴). C äðóãîé ñòîðîíû, 𝑙*(𝐸𝑁 ∖𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐴).
Çíà÷èò, 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁) − 𝑚(𝐸𝑁) + 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴), òî åñòü 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) =
𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) è ïðè ýòîì

𝑙*(𝐴) + 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁).
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Предложение 23 (êðèòåðèé èçìåðèìîñòè). Для того чтобы множе-
ство 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 было измеримо по Лебегу, необходимо и достаточно, чтобы
для любого 𝜀 > 0 существовало элементарное множество 𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 такое,
что

𝑙*(𝐴Δ𝐵) < 𝜀.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Необходимость. Ïóñòü 𝐴 � èçìåðèìî ïî
Ëåáåãó. Òîãäà 𝐸𝑁 ∖ 𝐴 � èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
𝜀 > 0 íàéäóòñÿ ñèñòåìû ïðîìåæóòêîâ {𝐽𝑖}, {𝐼𝑘}, ïîêðûâàþùèå 𝐴 è 𝐸𝑁 ∖𝐴
ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî

∞∑︁
𝑖=1

𝑚(𝐽𝑖) ≤ 𝑙*(𝐴) + 𝜀,
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘) ≤ 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) + 𝜀.

Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî

∞∑︁
𝑖=1

𝑚(𝐽𝑖) +
∞∑︁
𝑘=1

𝑚(𝐼𝑘) ≤ 𝑙*(𝐴) + 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) + 2𝜀 = 𝑚(𝐸𝑁) + 2𝜀.

Âûáåðåì íàòóðàëüíîå 𝑟 èç óñëîâèÿ

∞∑︁
𝑖=𝑟

𝑚(𝐽𝑖) ≤ 𝜀,

∞∑︁
𝑘=𝑟

𝑚(𝐼𝑘) ≤ 𝜀

è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

𝐵 :=
𝑟−1⋃︁
𝑖=1

𝐽𝑖, 𝐶 :=
∞⋃︁
𝑖=𝑟

𝐽𝑖, 𝐷 :=
∞⋃︁
𝑖=1

𝐽𝑖

𝐵′ :=
𝑟−1⋃︁
𝑘=1

𝐼𝑘, 𝐶 ′ :=
∞⋃︁
𝑘=𝑟

𝐼𝑘, 𝐷′ :=
∞⋃︁
𝑘=1

𝐼𝑘.

Ïðè ýòîì 𝑙*(𝐶) ≤ 𝜀, 𝑙*(𝐶 ′) ≤ 𝜀 è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ

𝐷 ∩𝐷′ ⊆ (𝐵 ∩𝐵′) ∪ 𝐶 ∪ 𝐶 ′, 𝐸𝑁 ⊆ (𝐵 ∪𝐵′) ∪ 𝐶 ∪ 𝐶 ′,

èç êîòîðûõ âûòåêàåò, ÷òî

𝑙*(𝐷 ∩𝐷′) ≤ 𝑚′(𝐵 ∩𝐵′) + 𝑙*(𝐶) + 𝑙*(𝐶 ′),
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𝑚(𝐸𝑁) ≤ 𝑚′(𝐵 ∪𝐵′) + 𝑙*(𝐶) + 𝑙*(𝐶 ′).

Çíà÷èò, 𝑚′(𝐵 ∪ 𝐵′) ≥ 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐶)− 𝑙*(𝐶 ′). Êðîìå òîãî, òàê êàê 𝐵 è 𝐵′

� ýëåìåíòàðíûå, òî

𝑚′(𝐵 ∩𝐵′) = 𝑚′(𝐵) +𝑚′(𝐵′)−𝑚′(𝐵 ∪𝐵′).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑙*(𝐷 ∩𝐷′) ≤ 𝑚′(𝐵) +𝑚′(𝐵′)−𝑚(𝐸𝑁) + 2𝑙*(𝐶) + 2𝑙*(𝐶 ′) ≤

≤
∞∑︁
𝑖=𝑟

𝑚(𝐽𝑖) +
∞∑︁
𝑘=𝑟

𝑚(𝐼𝑘)−𝑚(𝐸𝑁) + 2𝑙*(𝐶) + 2𝑙*(𝐶 ′) ≤

≤ 𝑚(𝐸𝑁) + 2𝜀−𝑚(𝐸𝑁) + 2𝜀+ 2𝜀 = 6𝜀.

Íàêîíåö, òàê êàê 𝐴 ∖𝐵 ⊆ 𝐶 è 𝐵 ∖ 𝐴 ⊆ 𝐷 ∖ 𝐴 ⊆ 𝐷 ∩𝐷′, òî

𝑙*(𝐴Δ𝐵) ≤ 𝑙*(𝐴 ∖𝐵) + 𝑙*(𝐵 ∖ 𝐴) ≤ 𝑙*(𝐶) + 𝑙*(𝐷 ∩𝐷′) ≤ 7𝜀.

Òàê êàê 𝜀 > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, òî íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Достаточность. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ 𝜀 > 0 è 𝐵 èç êîëüöà 𝑅(𝑆𝑁)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 𝑙*(𝐴Δ𝐵) < 𝜀. Òàê êàê

𝐴 ⊆ 𝐵 ∪ (𝐴Δ𝐵), 𝐸𝑁 ∖ 𝐴 ⊆ (𝐸𝑁 ∖𝐵) ∪ (𝐴Δ𝐵),

òî 𝑙*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐵) + 𝜀 è 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≤ 𝑙*(𝐸𝑁 ∖𝐵) + 𝜀. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑙*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≥ 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖𝐵)− 𝜀 =

= 𝑙*(𝐵)− 𝜀 = 𝑙*(𝐵) + 𝜀− 2𝜀 ≥ 𝑙*(𝐴)− 2𝜀.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè 𝜀 > 0 âûòåêàåò, ÷òî 𝑙*(𝐴) ≥ 𝑙*(𝐴). Îáðàòíîå íåðàâåí-
ñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âíåøíåé è âíóòðåííåé ìåð.

2.3.4. Мера Лебега. Ïóñòü 𝐴,𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 � èçìåðèìû ïî Ëåáåãó. Çíà÷èò,
𝐸𝑁 ∖ 𝐴, 𝐸𝑁 ∖ 𝐵 � èçìåðèìû ïî Ëåáåãó. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ èçìåðèìîñòè
äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 íàéäóòñÿ ýëåìåíòàðíûå 𝐴1 è 𝐵1 òàêèå, ÷òî 𝑙*(𝐴Δ𝐴1) ≤ 𝜀,
𝑙*(𝐵Δ𝐵1) ≤ 𝜀. Òàê êàê

(𝐴 ∪𝐵)Δ(𝐴1Δ𝐵1) ⊆ (𝐴Δ𝐴1) ∪ (𝐵Δ𝐵1),

òî 𝑙*((𝐴∪𝐵)Δ(𝐴1Δ𝐵1)) ≤ 2𝜀. Òî åñòü ìíîæåñòâî 𝐴∪𝐵 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.
B ñâîþ î÷åðåäü, èç îïðåäåëåíèé îïåðàöèé 𝐴 ∖𝐵, 𝐴Δ𝐵 âûòåêàåò, ÷òî

𝐴 ∩𝐵 = 𝐸𝑁 ∖ [(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ∪ (𝐸𝑁 ∖𝐵)],
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𝐴 ∖𝐵 = 𝐴 ∩ (𝐸𝑁 ∖𝐵), 𝐴Δ𝐵 = (𝐴 ∪𝐵) ∖ (𝐴 ∩𝐵).

Çíà÷èò, è 𝐴∩𝐵, 𝐴∖𝐵, 𝐴Δ𝐵 èçìåðèìû ïî Ëåáåãó. Òåì ñàìûì, ìû äîêàçàëè
ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Предложение 24 Совокупность 𝐿(𝐸𝑁) ⊆ 𝛽(𝐸𝑁) измеримых по Ле-
бегу множеств образует кольцо.

Ñóæåíèå ôóíêöèè 𝑙*(𝐴) íà êîëüöî 𝐿(𝐸𝑁) íàçûâàåòñÿ мерой Лебега è
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 𝜇𝐿(𝐴). Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜇𝐿(𝐴) ÿâëÿåòñÿ àä-
äèòèâíîé.

Предложение 25 Если 𝐴1, ..., 𝐴𝑟 ⊆ 𝐸𝑁 — измеримы по Лебегу и по-
парно не пересекаются, то для

𝐴 =
𝑟⋃︁

𝑖=1

𝐴𝑖

справедливо равенство

𝜇𝐿(𝐴) =
𝑟∑︁

𝑖=1

𝜇𝐿(𝐴𝑖).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äâóõ ìíîæåñòâ
𝐴1 è 𝐴2, 𝐴1 ∩𝐴2 = ∅. Äëÿ 𝜀 > 0 âûáåðåì ýëåìåíòàðíûå ìíîæåñòâà 𝐵1 è 𝐵2

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

𝑙*(𝐴1Δ𝐵1) < 𝜀, 𝑙*(𝐴2Δ𝐵2) < 𝜀.

Ïîëîæèì, 𝐴 = 𝐴1 ∪ 𝐴2, 𝐵 = 𝐵1 ∪𝐵2. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

𝐵1 ⊆ 𝐴1 ∪ (𝐴1Δ𝐵1), 𝐵2 ⊆ 𝐴2 ∪ (𝐴2Δ𝐵2), 𝐵 ⊆ 𝐴 ∪ (𝐴Δ𝐵),

𝐵1 ∩𝐵2 ⊆ (𝐴1Δ𝐵1) ∪ (𝐴2Δ𝐵2), 𝐴Δ𝐵 ⊆ (𝐴1Δ𝐵1) ∪ (𝐴2Δ𝐵2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑚′(𝐵1) ≤ 𝑙*(𝐴1) + 𝑙*(𝐴1Δ𝐵1) ≤ 𝑙*(𝐴1) + 𝜀,

𝑚′(𝐵2) ≤ 𝑙*(𝐴2) + 𝑙*(𝐴2Δ𝐵2) ≤ 𝑙*(𝐴2) + 𝜀,

𝑚′(𝐵1 ∩𝐵2) ≤ 𝑙*(𝐴1Δ𝐵1) + 𝑙*(𝐴2Δ𝐵2) ≤ 2𝜀,

𝑙*(𝐴Δ𝐵) ≤ 𝑙*(𝐴1Δ𝐵1) + 𝑙*(𝐴2Δ𝐵2) ≤ 2𝜀,
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𝑙*(𝐵) ≤ 𝑙*(𝐴) + 𝑙*(𝐴Δ𝐵) ≤ 𝑙*(𝐴) + 2𝜀,

òî åñòü 𝑙*(𝐴) ≥ 𝑚′(𝐵)− 2𝜀. Äàëåå,

𝑙*(𝐴) ≥ 𝑙*(𝐵)− 2𝜀 = 𝑚′(𝐵)− 2𝜀 =

= 𝑚′(𝐵1) +𝑚′(𝐵2)−𝑚′(𝐵1 ∩𝐵2)− 2𝜀 ≥ 𝑙*(𝐴1) + 𝑙*(𝐴2)− 6𝜀.

Òàê êàê 𝜀 > 0 âûáðàíî ïðîèçâîëüíî, òî 𝑙*(𝐴) ≥ 𝑙*(𝐴1) + 𝑙*(𝐴2). Îáðàòíîå
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó ñâîéñòâ âíåøíåé ìåðû.

Предложение 26 Объединение счетного множества измеримых по
Лебегу множеств измеримо по Лебегу.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

𝐴 =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖,

𝐴𝑖 � èçìåðèìû ïî Ëåáåãó; 𝐵1 = 𝐴1, 𝐵2 = 𝐴2∖𝐵1,..., 𝐵𝑖 = 𝐴𝑖∖𝐵𝑖−1,... Òîãäà

𝐴 =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐵𝑖,

𝐵𝑖 � èçìåðèìû ïî Ëåáåãó è ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó

∞∑︁
𝑖=1

𝜇𝐿(𝐵𝑖) = 𝜇𝐿

(︃ ∞⋃︁
𝑖=1

𝐵𝑖

)︃
≤ 𝑙*(𝐴) < +∞,

òî åñòü ðÿä
∞∑︁
𝑖=1

𝜇𝐿(𝐵𝑖)

ñõîäèòñÿ. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå 𝑟 òàê, ÷òîáû

∞∑︁
𝑖=𝑟+1

𝜇𝐿(𝐵𝑖) ≤ 𝜀.

Îáîçíà÷èì

𝐶 :=
𝑟⋃︁

𝑖=1

𝐵𝑖
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è ïîäáåðåì ýëåìåíòàðíîå 𝐵 òàê, ÷òîáû 𝑙*(𝐶Δ𝐵) ≤ 𝜀. Òîãäà èç âêëþ÷åíèÿ

𝐴Δ𝐵 ⊆ (𝐶Δ𝐵) ∪
∞⋃︁

𝑖=𝑟+1

𝐵𝑖

ñëåäóåò , ÷òî

𝑙*(𝐴Δ𝐵) ≤ 𝑙*(𝐶Δ𝐵) +
∞∑︁

𝑖=𝑟+1

𝜇𝐿(𝐵𝑖)𝑠 < 2𝜀.

Ýòî è äîêàçûâàåò ïðåäëîæåíèå.

Следствие 8 Пересечение счетного множества измеримых по Лебе-
гу множеств измеримо по Лебегу.

Ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖 = 𝐸𝑁 ∖
∞⋃︁
𝑖=1

(𝐸𝑁 ∖ 𝐴𝑖).

2.3.5. Сравнение мер Жордана и Лебега. Åñëè 𝐴 � ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî 𝐸𝑁 , òî

𝑔*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐴) ≤ 𝑔*(𝐴).

Äåéñòâèòåëüíî, òðóäíîñòü â ïðîâåðêå ýòèõ íåðàâåíñòâ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü
ëèøü ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Óáåäèìñÿ â åãî âûïîëíèìîñòè. Òàê êàê

𝑔*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴),

𝑙*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴)
è âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

𝑔*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴) ≥ 𝑙*(𝐸𝑁 ∖ 𝐴),

òî 𝑔*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐴). Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò

Предложение 27 Если 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 измеримо по Жордану, то оно изме-
римо по Лебегу и

𝜇𝐺(𝐴) = 𝜇𝐿(𝐴).
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð ìíîæåñòâà 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 èçìåðèìîãî ïî Ëåáåãó, íî íåèç-
ìåðèìîãî ïî Æîðäàíó.

Ïóñòü 𝐴 � ìíîæåñòâî òî÷åê èç 𝐸𝑁 ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè.
Åñëè ýëåìåíòàðíîå ìíîæåñòâî 𝐵 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 ,
òî 𝐵 = 𝐸𝑁 . Çíà÷èò, 𝑔*(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁) = (2𝑁)𝑛. C äðóãîé ñòîðîíû, åñëè
𝐸𝑁 ∖𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝐸𝑁 , òî îïÿòü 𝐵 = 𝐸𝑁 . Çíà÷èò, 𝑔*(𝐸𝑁 ∖𝐴) = (2𝑁)𝑛−(2𝑁)𝑛 =
0. Òàêèì îáðàçîì, 𝑔*(𝐴) ≥ 𝑔*(𝐴), òî åñòü 𝑔*(𝐴) ≥ 𝑔*(𝐴) è 𝐴 � èçìåðèìî
ïî Æîðäàíó.

Âìåñòå ñ òåì, 𝐴 � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, çíà÷èò, åãî ýëåìåíòû ìû ìîæåì
çàïèñàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {𝑎𝑖}∞𝑖=1. Ñâÿæåì ñ êàæäûì ýëåìåíòîì
𝑎𝑖 ïðîèçâîëüíûé ïðîìåæóòîê 𝐼𝑖, åãî ñîäåðæàùèé è èìåþùèé ìåðó 𝑚(𝐼𝑖) ≤
𝜀
2𝑖 . Ñèñòåìà ïðîìåæóòêîâ {𝐼𝑖} ïîêðûâàåò 𝐴, çíà÷èò,

𝑙*(𝐴) ≤
∞∑︁
𝑖=1

𝑚(𝐼𝑖) ≤
∞∑︁
𝑖=1

𝜀

2𝑖
= 𝜀.

B ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝜀 > 0 èìååì 𝑙*(𝐴) = 0. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 0 ≤
𝑙*(𝐴) ≤ 𝑙*(𝐴) ≤ 0, òî åñòü 𝐴 � èçìåðèìî ïî Ëåáåãó è åãî ìåðà Ëåáåãà ðàâíà
íóëþ.

2.3.6. Счетная аддитивность и непрерывность меры Лебега.

Êàê è ìåðà Æîðäàíà ìåðà Ëåáåãà îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñ÷åòíîé àääèòèâíî-
ñòè.

Предложение 28 Если

𝐴 =
∞∐︁
𝑖=1

𝐴𝑖

и 𝐴𝑖 — измеримы по Лебегу, то

𝜇𝐿(𝐴) =
∞∑︁
𝑖=1

𝜇𝐿(𝐴𝑖).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî 𝑟 èìååì

𝜇𝐿

(︃
𝑟∐︁

𝑖=1

𝐴𝑖

)︃
=

𝑟∑︁
𝑖=1

𝜇𝐿(𝐴𝑖) ≤ 𝜇𝐺(𝐴).
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Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè 𝑟 → ∞. Ïîëó÷àåì
∞∑︁
𝑖=1

𝜇𝐿(𝐴𝑖) ≤ 𝜇𝐿(𝐴).

C äðóãîé ñòîðîíû, ñ÷åòíàÿ ïîëóàääèòèâíîñòü âíåøíåé ìåðû Ëåáåãà âëå÷åò
âûïîëíèìîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Предложение 29 (íåïðåðûâíîñòü). Если

𝐸𝑁 ⊇ 𝐴1 ⊇ 𝐴2 ⊇ ...

— последовательность вложенных друг в друга измеримых по Лебегу
множеств, то

𝐴 =
∞⋂︁
𝑖=1

𝐴𝑖

— измеримо по Лебегу и

𝜇𝐿(𝐴) = lim
𝑖→∞

𝜇𝐿(𝐴𝑖) = inf
𝑖
𝜇𝐿(𝐴𝑖).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñíà÷àëà 𝐴 = ∅. Òîãäà

𝐴1 =
∞∐︁
𝑗=1

(𝐴𝑗 ∖ 𝐴𝑗+1), 𝐴𝑖 =
∞∐︁
𝑗=𝑖

(𝐴𝑗 ∖ 𝐴𝑗+1).

B ñèëó ñ÷åòíîé àääèòèâíîñòè ìåðû Ëåáåãà èìååì

𝜇𝐿(𝐴1) =
∞∑︁
𝑗=1

𝜇𝐿(𝐴𝑗 ∖ 𝐴𝑗+1), 𝜇𝐿(𝐴𝑖) =
∞∑︁
𝑗=𝑖

𝜇𝐿(𝐴𝑗 ∖ 𝐴𝑗+1),

ãäå âòîðîé ðÿä ÿâëÿåòñÿ îñòàòêîì ïåðâîãî. Òàê êàê ïåðâûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî
𝜇𝐿(𝐴𝑖) → 0, òî åñòü lim𝑖→∞ 𝜇𝐿(𝐴𝑖) = inf𝑖 𝜇𝐿(𝐴𝑖) = 0. Íî ýòî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. Ïóñòü òåïåðü 𝐴 ̸= ∅. Çàìåíèì ìíîæåñòâà 𝐴𝑖 íà ìíîæåñòâà 𝐴𝑖 ∖
𝐴 =: 𝐵𝑖. Òîãäà 𝐵1 ⊇ 𝐵2 ⊇ ... è

∞⋂︁
𝑖=1

𝐵𝑖 = ∅.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå èìååì lim𝑖→∞ 𝜇𝐿(𝐵𝑖) = inf𝑖 𝜇𝐿(𝐵𝑖) = 0. C äðóãîé
ñòîðîíû, 𝜇𝐿(𝐴𝑖) = 𝜇𝐿(𝐵𝑖) + 𝜇𝐿(𝐴), çíà÷èò, lim𝑖→∞ 𝜇𝐿(𝐴𝑖) = inf𝑖 𝜇𝐿(𝐴𝑖) =
𝜇𝐿(𝐴).
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Следствие 9 Если 𝐴1 ⊆ 𝐴2 ⊆ ... ⊆ 𝐸𝑁 , 𝐴𝑖 — измеримы по Лебегу, то

𝐴 =
∞⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖

— измеримо по Лебегу и

𝜇𝐿(𝐴) = lim
𝑖→∞

𝜇𝐿(𝐴𝑖) = sup
𝑖

𝜇𝐿(𝐴𝑖).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò èç
ñîîòíîøåíèé

𝜇𝐿(𝐴) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝜇𝐿(𝐸𝑁 ∖ 𝐴), 𝜇𝐿(𝐴𝑖) = 𝑚(𝐸𝑁)− 𝜇𝐿(𝐸𝑁 ∖ 𝐴𝑖)

è âêëþ÷åíèé
𝐸𝑁 ⊇ 𝐸𝑁 ∖ 𝐴1 ⊇ 𝐸𝑁 ∖ 𝐴2 ⊇ ... .

Упражнение 14 Докажите, что всякое счетное множество в 𝐸𝑁

измеримо по Лебегу и имеет меру 0.

Упражнение 15 Пусть 𝐴 ⊆ 𝐸𝑁 — измеримо по Лебегу. Докажите,
что для всякого 𝜀 > 0 найдутся замкнутое множество 𝐹 и открытое
множество 𝐺 такие, что

𝐹 ⊆ 𝐴 ⊆ 𝐺, 𝜇𝐿(𝐺 ∖ 𝐹 ) ≤ 𝜀.

2.3.7. Случай неограниченных множеств. Íåîãðàíè÷åííîå ìíîæå-
ñòâî 𝐴 ⊆ R𝑛 íàçûâàåòñÿ измеримым ïî Ëåáåãó, åñëè ïðè ëþáîì íàòóðàëü-
íîì 𝑁 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî 𝐴∩𝐸𝑁 . B ýòîì ñëó÷àå ìåðîé Ëåáåãà
ìíîæåñòâà A ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñëî

𝜇𝐿(𝐴) =
∞∑︁

𝑁=1

𝜇𝐿(𝐴 ∩ 𝐸𝑁) ≤ +∞.

Ìåðà Ëåáåãà íåîãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà ìîæåò ïðèíèìàòü è áåñêîíå÷íûå
çíà÷åíèÿ, íàïðèìåð, 𝐴 = R𝑛 � èçìåðèìî ïî Ëåáåãó è ïðè ýòîì 𝜇𝐿(R

𝑛) =
+∞.
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Упражнение 16 Убедитесь, что все свойства меры Лебега остают-
ся справедливыми при ее распространении на неограниченные измеримые
множества в R𝑛.

2.3.8. Измеримость открытых, замкнутых и борелевских мно-

жеств. Ïóñòü 𝐴 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R𝑛. Òîãäà A ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðîé ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñòè ïðîìåæóòêîâ. Ïîýòî-
ìó â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 26 ìíîæåñòâî 𝐴 èçìåðèìî ïî Ëåáåãó. Äîïîëíåíèå ê
çàìêíóòîìó ìíîæåñòâó � îòêðûòî. Çíà÷èò, èçìåðèìî ïî Ëåáåãó è êàæäîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â R𝑛.

Ìíîæåñòâî â R𝑛 íàçûâàåòñÿ борелевским, åñëè îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî èç îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ èñïîëüçóÿ êîíå÷íûå èëè ñ÷åòíûå
îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ. Èç ïðåäëîæåíèÿ 26 è åãî ñëåäñòâèÿ âûòåêàåò,
÷òî âñÿêîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî èçìåðèìî ïî Ëåáåãó.

3 Дополнение

3.1 Другое определение булевой алгебры

3.1.1. Определение булевой алгебры. Ñóùåñòâóþò äðóãèå îïðåäå-
ëåíèÿ áóëåâûõ àëãåáð [6]. Âîçíèêíîâåíèå íîâûõ àêñèîìàòèê âñåãäà ñâÿçàíî
ñî ñòðåìëåíèåì ïîïðîáîâàòü, íåëüçÿ ëè â òîì èëè èíîì îòíîøåíèè óïðî-
ñòèòü àêñèîìàòèêó. Ýòî ñòðåìëåíèå âûðàçèëîñü â ñîçäàíèè ìíîãèõ ðàçëè÷-
íûõ îïðåäåëåíèé áóëåâûõ àëãåáð. Ðàññìîòðèì çäåñü îäíî èç òàêèõ îïðåäå-
ëåíèé. Â ýòîì îïðåäåëåíèè èñïîëüçóåòñÿ èçâåñòíîå ïîëîæåíèå â àëãåáðå
Áóëÿ: ëþáàÿ èç äâóõ áèíàðíûõ áóëåâûõ îïåðàöèé � ñóììà è ïðîèçâåäåíèå
� ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç äðóãóþ è óíàðíóþ îïåðàöèþ äîïîëíåíèÿ
(ñîîòíîøåíèÿ 𝐴 ∪𝐵 = 𝐴 ∩𝐵 è 𝐴 ∩𝐵 = 𝐴 ∪𝐵).

Åñëè A � áóëåâà àëãåáðà, òî A ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì äâà ðàçëè÷-
íûõ ýëåìåíòà 0 è 1. Êðîìå òîãî, áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ è óíàðíàÿ
îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴;
2) (𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶);
3) åñëè 𝐴𝐵 = 𝐶𝐶 äëÿ íåêîòîðîãî 𝐶 ∈ A, òî 𝐴𝐵 = 𝐴;
4) åñëè 𝐴𝐵 = 𝐴, òî 𝐴𝐵 = 𝐶𝐶 äëÿ âñåõ 𝐶 ∈ A.
Ïåðâûå äâà ñâîéñòâà �àêñèîìû èç äàííîãî íàìè îïðåäåëåíèÿ àëãåá-

ðû Áóëÿ, à ïîñëåäíèå äâà ÿâëÿþòñÿ òåîðåìàìè. Äîêàæèòå èõ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.
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Ìû ïîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà 1)�4) ìîæíî ïîëî-
æèòü â îñíîâó íîâîãî îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Áóëÿ, ò. å. äîêàçàòü, ÷òî ïåð-
âè÷íûì òåðìèíàì ïåðâîíà÷àëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Áóëÿ ìîæíî äàòü
îïðåäåëåíèÿ, à àêñèîìû ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü êàê òåîðåìû.

Äàäèì òî÷íóþ ôîðìóëèðîâêó íîâîãî îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû Áóëÿ. Ïîä
àëãåáðîé Áóëÿ ïîíèìàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé êëàññ A îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶, ..., â
êîòîðîì îïðåäåëåíû îäíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ ¾·¿ � óìíîæåíèå è îäíà óíàð-
íàÿ îïåðàöèÿ 𝐴 � äîïîëíåíèå 𝐴, ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1)′ êëàññ A ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ îáúåêòîâ;
2)′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴

(êîììóòàòèâíîñòü);
3)′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)

(àññîöèàòèâíîñòü);
4)′ åñëè 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A è 𝐴𝐵 = 𝐶𝐶, òî 𝐴𝐵 = 𝐴;
5)′ åñëè 𝐴,𝐵 ∈ A è 𝐴𝐵 = 𝐴, òî 𝐴𝐵 = 𝐶𝐶 äëÿ âñåõ 𝐶 ∈ A.
3.1.2 Обоснование определения. Èñïîëüçóÿ íîâîå îïðåäåëåíèå àë-

ãåáðû Áóëÿ, ìîæíî âñå àêñèîìû èç ïåðâîíà÷àëüíîãî îïðåäåëåíèÿ àëãåáðû
Áóëÿ äîêàçàòü êàê òåîðåìû. Îáîñíîâàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé öåïü îòäåëüíûõ ðàññóæäåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî îòäåëüíîãî ñâîéñòâà.

Свойство 10. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняется соотношение

𝐴 · 𝐴 = 𝐴.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî 𝐴 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 𝐴 · 𝐴 =
𝐴 · 𝐴. Çíà÷èò, ïî àêñèîìå 4)′ èìååì 𝐴 · 𝐴 = 𝐴.

Свойство 20. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐴, то

𝐴 · 𝐴 = 𝐵 ·𝐵.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ñâîéñòâà 10 âûòåêàåò, ÷òî 𝐴𝐴 = 𝐴. Çíà÷èò,
ïî àêñèîìå 5)

′
èìååì 𝐴 · 𝐴 = 𝐵 ·𝐵.

Äàäèì îïðåäåëåíèå í ó ë ÿ è å ä è í è ö û:

0 := 𝐴 · 𝐴, 1 := 0.
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Свойство 30. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняется соотношение

𝐴 · 0 = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî 𝐴 ∈ A èìååì 𝐴 · 0 = 𝐴 · (𝐴 · 𝐴).
Ïî àêñèîìå 3)′ 𝐴 · (𝐴 · 𝐴) = (𝐴 · 𝐴) · 𝐴. Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 10 èìååì
𝐴 · 0 = 𝐴 · 𝐴 = 0.

Свойство 40. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняются соотношения:

𝐴 · 𝐴 = 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîãî 𝐴 ∈ A ïî îïðåäåëåíèþ íóëÿ
èìååì 𝐴 · 𝐴 = 0. Â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè óìíîæåíèå 𝐴 · 𝐴 = 0. Çíà÷èò,
𝐴 · 𝐴 = 𝐴 · 𝐴. Ïî àêñèîìå 4)′ èìååì 𝐴 · 𝐴 = 𝐴.

Свойство 50. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняется соотношение

𝐴 · 𝐴 = 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó 40 èìååì 𝐴 = 𝐴 · 𝐴. Îòñþäà

âûòåêàåò, ÷òî 𝐴 · 𝐴 = 𝐴 · 𝐴 · 𝐴 = 𝐴 · 𝐴 = 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐴 · 𝐴 = 𝐴.
Свойство 60. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняется соотношение

𝐴 = 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî àêñèîìå 5)′ èç ðàâåíñòâà 𝐴 ·𝐴 = 𝐴 âûòåêàåò

ðàâåíñòâî 𝐴 ·𝐴 = 0. Îòñþäà ïî àêñèîìå 2)′ 𝐴 ·𝐴 = 0 è ïî àêñèîìå 4)′ èìååì

𝐴 · 𝐴 = 𝐴. Ïðè ýòîì ïî ñâîéñòâó 40 𝐴 · 𝐴 = 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐴 = 𝐴.
Свойство 70. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняется соотношение

𝐴 = 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó 60 èìååì 𝐴 ·𝐴 = 𝐴 ·𝐴. Ïî àêñèîìå
4)′ 𝐴 · 𝐴 = 𝐴. Íî ïî ñâîéñòâó 40 𝐴 · 𝐴 = 𝐴, çíà÷èò, 𝐴 = 𝐴.

Свойство 80. Для любого 𝐴 ∈ 𝐴 выполняется соотношение

𝐴 · 1 = 𝐴.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ îäíîé ñòîðîíû, 𝐴 · 1 = 𝐴 · 0 = 𝐴 · 𝐴 · 𝐴.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, 𝐴 · 𝐴 · 𝐴 = 𝐴 · (𝐴 · 𝐴) = 0. Çíà÷èò, ïî àêñèîìå 4)′

𝐴 · 𝐴 · 𝐴 = 𝐴.
Свойство 90. 0 ̸= 1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 = 1. Òîãäà 0 = 𝐴 · 0 =

𝐴 · 1 = 𝐴. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò àêñèîìå 1)′.
Äàäèì îïðåäåëåíèå áèíàðíîé îïåðàöèè ñ ë î æ å í è ÿ. Äëÿ ëþáûõ

𝐴,𝐵 ∈ A ïîëîæèì
𝐴+𝐵 := 𝐴 ·𝐵.

Îòìåòèì, ÷òî èç êîììóòàòèâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ âûòåêàåò êîììó-
òàòèâíîñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

𝐴+𝐵 = 𝐵 + 𝐴.

Свойство 100. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐴, то

𝐴+𝐵 = 𝐴 ·𝐵, 𝐴 ·𝐵 = 𝐴+𝐵.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó 70 èìååì

𝐴+𝐵 = 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 ·𝐵, 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 ·𝐵 = 𝐴+𝐵.

Свойство 110. Если 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝐴, то

𝐴+ (𝐵 + 𝐶) = (𝐴+𝐵) + 𝐶.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 70, ïîëó÷àåì:

𝐴+ (𝐵 + 𝐶) = 𝐴+𝐵 · 𝐶 = 𝐴 ·𝐵 · 𝐶 = 𝐴 · (𝐵 · 𝐶) = (𝐴 ·𝐵) · 𝐶,

(𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐴 ·𝐵 + 𝐶 = 𝐴 ·𝐵 · 𝐴 = (𝐴 ·𝐵) · 𝐶.

Свойство 120. Если 𝐴 ∈ 𝐴, то

𝐴+ 𝐴 = 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, 𝐴+𝐴 = 𝐴 · 𝐴 = 𝐴 · 𝐴 = 0 = 1.
Свойство 130. Если 𝐴 ∈ 𝐴, то

𝐴+ 0 = 𝐴.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, 𝐴+0 = 𝐴 · 0 = 𝐴 · 1 = 𝐴 = 𝐴.
Свойство 140. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐴, то

𝐴 · (𝐴+𝐵) = 𝐴.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ îäíîé ñòîðîíû, 𝐴 · (𝐴 + 𝐵) = 𝐴 · 𝐴 ·𝐵. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû,

𝐴𝐴 ·𝐵 = 𝐴 · (𝐴 ·𝐵) = (𝐴 · 𝐴) ·𝐵 = 0 ·𝐵 = 0.

Çíà÷èò, ïî àêñèîìå 4)
′
𝐴 · (𝐴+𝐵) = 𝐴 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐴.

Свойство 150. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐴, то

𝐴 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 ·𝐵.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ íóëÿ

0 = 𝐴 ·𝐵 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 ·𝐵 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 · 𝐴 ·𝐵 ·𝐵.

Ïî àêñèîìå 4)′ èìååì

𝐴 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 · 𝐴 ·𝐵 ·𝐵 = 𝐴 ·𝐵 · (𝐴+𝐵).

Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 140 ïîëó÷àåì 𝐴 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐴 ·𝐵.
Свойство 160. Если 𝐴,𝐵 ∈ 𝐴, то соотношения 𝐴 · 𝐵 = 𝐴, 𝐴 · 𝐵 = 0

и 𝐴+𝐵 = 𝐵 эквивалентны.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðâîãî

è âòîðîãî ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò èç àêñèîì 4)′ è 5)′. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

åñëè 𝐴 · 𝐵 = 𝐴, òî 𝐴 + 𝐵 = 𝐴 · 𝐵 + 𝐵 = 𝐵 · 𝐴 ·𝐵. Ïî ñâîéñòâó 150

𝐵 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐵 ·𝐵 · 𝐴 ·𝐵. Çíà÷èò,

𝐴+𝐵 = 𝐵 ·𝐵 · 𝐴 ·𝐵 = 𝐵 · 0 ·𝐵 = 𝐵 · 0 = 𝐵 · 1 = 𝐵 = 𝐵.

Åñëè æå 𝐴 + 𝐵 = 𝐵, òî ïî ñâîéñòâó 140 èìååì 𝐴 · (𝐴 + 𝐵) = 𝐴. Çíà÷èò,
𝐴 ·𝐵 = 𝐴 · (𝐴+𝐵) = 𝐴.

Свойство 170. Если 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝐴 и 𝐴 · 𝐶 = 𝐴 и 𝐵 · 𝐶 = 𝐵, то

(𝐴+𝐵) · 𝐶 = 𝐴+𝐵.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî ñâîéñòâó 160 𝐴 + 𝐶 = 𝐶 è 𝐵 + 𝐶 = 𝐶.
Çíà÷èò,

(𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶) = 𝐴+ 𝐶 = 𝐶.

Ïî ñâîéñòâó 140

(𝐴+𝐵) · 𝐶 = (𝐴+𝐵) · ((𝐴+𝐵) + 𝐶) = 𝐴+𝐵.

Свойство 180. Если 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ 𝐴, то

𝐴 · (𝐵 + 𝐶) = 𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶, 𝐴+𝐵 · 𝐶 = (𝐴+𝐵) · (𝐴+ 𝐶).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí. Åñëè
𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A, òî ïî ñâîéñòâó 100

(𝐴 · (𝐵 + 𝐶)) · 𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶 = 𝐴 · (𝐵 + 𝐶) · 𝐴 ·𝐵 · 𝐴 · 𝐶.

Ïî ñâîéñòâàì 10 è 110 èìååì

(𝐴 · (𝐵 + 𝐶)) · 𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶 = (𝐴 · 𝐴 ·𝐵) · (𝐴 · 𝐴 · 𝐶) · (𝐵 + 𝐶).

Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 150

(𝐴 · (𝐵 + 𝐶)) · 𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶 = 𝐴 ·𝐵 · 𝐶(𝐵 + 𝐶) = 𝐴 ·𝐵 + 𝐶 · (𝐵 + 𝐶) = 0

è ïî ñâîéñòâó 160

(𝐴 · (𝐵 + 𝐶))(𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶) = 𝐴 · (𝐵 + 𝐶). (5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ñâîéñòâó 140

𝐴 ·𝐵 · (𝐴 · (𝐵 + 𝐶)) = 𝐴 ·𝐵 · (𝐵 + 𝐶) = 𝐴 ·𝐵,

𝐴 · 𝐶 · (𝐴 · (𝐵 + 𝐶)) = 𝐴 · 𝐶 · (𝐵 + 𝐶) = 𝐴 · 𝐶.
Çíà÷èò, ïî ñâîéñòâó 170

(𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶) · (𝐴 · (𝐵 + 𝐶)) = 𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶. (6)

Èç (5) è (6) âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Äîêàæåì âòîðîé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí. Åñëè 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A, òî èñïîëü-

çóÿ ïåðâûé äèñòðèáóòèâíûé çàêîí, ïîëó÷àåì

𝐴+𝐵 · 𝐶 = 𝐴+𝐵 · 𝐶 = 𝐴 · (𝐵 + 𝐶) = 𝐴 ·𝐵 + 𝐴 · 𝐶 =

= 𝐴 ·𝐵 · 𝐴 · 𝐶 = (𝐴+𝐵) · (𝐴+ 𝐶).
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3.2 Независимость аксиом булевой алгебры

Àêñèîìû íîâîãî îïðåäåëåíèÿ áóëåâîé àëãåáðû íåçàâèñèìû. Äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òðåáóåò äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} îïðåäå-
ëåíèå êëàññà A𝑖, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿë áû âñåì àêñèîìàì 1)′�5)′, êðîìå
àêñèîìû 𝑖)′. Íèæå äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ ïÿòè êëàññîâ, äîêàçûâàþùèõ íåçà-
âèñèìîñòü àêñèîìû ñ ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì:

A1 := {𝐴}, 𝐴 · 𝐴 := 𝐴, 𝐴 := 𝐴;
A2 := {𝐴,𝐵,𝐶},

· 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐴 𝐴
𝐵 𝐴 𝐵 𝐵
𝐶 𝐴 𝐶 𝐶

,

−
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴
𝐶 𝐴

;

A3 := {𝐴,𝐵,𝐶},

· 𝐴 𝐵 𝐶
𝐴 𝐴 𝐶 𝐵
𝐵 𝐶 𝐵 𝐴
𝐶 𝐵 𝐴 𝐶

,

−
𝐴 𝐴
𝐵 𝐶
𝐶 𝐵

;

A4 := {𝐴,𝐵},
· 𝐴 𝐵
𝐴 𝐴 𝐵
𝐵 𝐵 𝐵

,
−
𝐴 𝐵
𝐵 𝐵

;

A5 := {𝐴 ∈ 𝛽(N) : N ∖ 𝐴 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî}, ¾·¿ � ïåðåñå÷åíèå
ìíîæåñòâ, 𝐴 := 𝐴′′ ∪ [𝑎 + 2], ãäå 𝐴′ := {1, ..., 𝑎} ∩ 𝐴, 𝐴′′ := {1, ..., 𝑎} ∖ 𝐴′,
[𝑎] := {𝑥 ∈ 𝑁 : 𝑥 ≥ 𝑎},

𝑎 :=

{︂
sup(N ∖ 𝐴), åñëè 𝐴 ̸= N,

0, åñëè 𝐴 = N.

Упражнение 17 Показать, что класс A5 удовлетворяет аксиомам
1)′–4)′, но не удовлетворяет аксиоме 5)′.

Ó ê à ç à í è å: показать, что если 𝐴 = 𝐴′∪ [𝑎+1], то 𝐴∩𝐴 = [𝑎+2],
а если еще и 𝐵 = 𝐵′ ∪ [𝑏+ 1], то

𝐴 ∩𝐵 =

{︂
(𝐴 ∩𝐵′′) ∪ [𝑏+ 2], если 𝑎 ≤ 𝑏,
(𝐴′ ∩𝐵) ∪ [𝑎+ 1], если 𝑎 > 𝑏.
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Упражнение 18 Показать, что аксиомы 1)′�4)′ образуют отдельное
определение булевой алгебры, если их дополнить любой из следующих ак-
сиом:

5)′1 если 𝐴,𝐵 ∈ A, то
𝐴𝐴 = 𝐵𝐵;

5)′2 если 𝐴 ∈ A, то

𝐴 = 𝐴;

5)′3 существует такой объект𝑀 ∈ A, что равенство 𝐴𝑀 = 𝐴 влечет
равенство 𝐴+𝑀 ;

5)′4 существует такое целое число 𝑛 > 1, что для вех 𝐴 ∈ A

≡}𝑛
𝐴 = 𝐴

5)′5 если 𝐴,𝐵 ∈ A, то неравенство 𝐴 ≤ 𝐵 влечет неравенство 𝐵 ≤ 𝐴;
5)′6 класс A конечен.

3.3 Другие подходы к аксиоматизации булевых алгебр

Â 1933 ãîäó àìåðèêàíñêèé ìàòåìàòèê Õàíòèíãòîí ïðåäëîæèë ñëåäóþ-
ùóþ àêñèîìàòèçàöèþ äëÿ áóëåâûõ àëãåáð:

1)′′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐴+𝐵 = 𝐵 + 𝐴

(êîììóòàòèâíîñòü);
2)′′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶)

(àññîöèàòèâíîñòü);
3)′′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐴+𝐵 + 𝐴+𝐵 = 𝐴

(óðàâíåíèå Õàíòèíãòîíà).
Ãåðáåðò Ðîááèíñ ïîñòàâèë ñëåäóþùèé âîïðîñ: ìîæíî ëè ñîêðàòèòü ïî-

ñëåäíþþ àêñèîìó òàê, êàê íàïèñàíî íèæå, òî åñòü áóäåò ëè îïðåäåë¼ííàÿ
âûïèñàííûìè íèæå àêñèîìàìè ñòðóêòóðà áóëåâîé àëãåáðîé?
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Àêñèîìàòèçàöèÿ àëãåáðû Ðîááèíñà:
1)′′′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐴+𝐵 = 𝐵 + 𝐴

(êîììóòàòèâíîñòü);
2)′′′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵,𝐶 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

(𝐴+𝐵) + 𝐶 = 𝐴+ (𝐵 + 𝐶)

(àññîöèàòèâíîñòü);
3)′′′ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ îáúåêòîâ 𝐴,𝐵 ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

𝐴+𝐵 + 𝐴+𝐵 = 𝐴

(óðàâíåíèå Ðîááèíñà).
Ýòîò âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì ñ 1930-õ ãîäîâ. Â 1996 ãîäó Âè-

ëüÿì ÌàêÊüþí, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå äî íåãî ðåçóëüòàòû, äàë
óòâåðäèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ àëãåáðà Ðîá-
áèíñà ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé àëãåáðîé.
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